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Prólogo 


Este libro de problemas está concebido como complemento de los textos de geometria ana- 
lítica que se estudian en los institutos y escuelas técnicas de grado medio. En él se exponen las 
materias aproximadamente en el mismo orden que figura en la mayor parte de dichos textos. 
Consta de 345 problemas tipo, cuidadosamente resueltos, y 910 problemas propuestos como 
ejercicio para el alumno a distinto grado de dificultad. Los problemas, por otra parte, se han 
dispuesto de forma que se pueda seguir con facilidad el desarrollo natural de cada materia. Como 
un curso de geometria analitica se base, fundamentalmente, en la resolución de problemas, y dado 


que una de las principales causas del bajo rendimiento que en ocasiones se alcanza en los cursos d 
de matemáticas es no disponer de métodos ordenados de resolución de aquéllos, estamos conven- { 
cidos de que este libro, bien empleado, constituirá una gran ayuda para el alumno. También de 
se ha pensado en aquellos otros que quieran repasar la teoría y los problemas fundamentales $ 
de la geometria analítica. A e 


Para la mejor utilización del libro se debe tener presente lo que realmente es, considerando que N 
no se trata de un texto propiamente dicho y que, por tanto, no debe emplearse como medio para 
evitar el estudio de las cuestiones teóricas de la asignatura. Cada uno de los capítulos contiene 
un breve resumen, a modo de formulario, de las definiciones necesarias, principios y teoremas, 
seguido de una serie de problemas, resueltos unos y otros propuestos, a distintos niveles de di- 
ficultad. 

No se puede decir de forma rotunda que estudiar matemáticas sea, esencialmente, hacer pro- 
blemas, pero hay que tener en cuenta que con una lectura más o menos rutinaria del libro de 
texto, la retención en la memoria de un pequeño número de expresiones y con un estudio super- 
ficial de los problemas resueltos de este libro, no se adquirirá más que una vaga noción de la À 
materia. Por tanto, para que la utilización de este libro sea verdaderamente eficaz es necesario 
que el alumno intente resolver por si mismo todos los problemas en un papel y se fije bien en el 
porqué de cada uno de los pasos de que consta su solución, y en la forma en que éstos se expresan, 

En todos y cada uno de los problemas resueltos hay algo que aprender; con estas normas, el 

alumno encontrará muy pocas dificultades para resolver los problemas aquí propuestos, así 

como los que figuren en su propio libro de texto. H 
J. H. K. 
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CAPITULO 1 


Coordenadas rectangulares 


SISTEMA DE COORDENADAS RECTANGULARES. El 
sistema de: coordenadas rectangulares divide al plano en 
cuatro cuadrantes por medio de dos rectas perpendiculares YA 


4 que se cortan en un punto O. La horizontal XY'OX se de- 
j nomina eje x, la vertical Y'OY, eje y, y ambas constituyen | 
E los dos ejes de coordenadas. El punto O se llama origen del Cuadrante H [Cuadrante 1 
| sistema. E E Neel 
La distancia de un punto al eje y se llama abscisa del E E 
mismo. La distancia de un punto al eje x es la ordenada, X E 
y ambas constituyen las coordenadas del punto en cuestión Cuadrante HI [Cuadrante IV 
y se representan por el simbolo (x.y). Las abscisas son po- pauc (+.-) 
sitivas cuando el punto está situado a la derecha del eje y, | 
y negativas en caso contrario. Las ordenadas son positivas j po 
y! 


cuando el punto está por encima del eje x, y negativas en 


caso contrario. 
Para representar puntos de coordenadas conocidas hay que adoptar una escala adecuada 


sobre cada uno de los ejes coordenados. Ambas escalas pueden ser iguales o distintas. 
DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS. La distancia d entre yi 
dos puntos P/(x,,Y1) Y PAX», Y2) es | 


d= Ma — xP + De — y 
| 


Por ejemplo, la distancia entre los puntos (4, —1) Penis 

y (7, 3) es =E 
d= y(1—4} +6 + IF roat = 

5 

= 5 unidades. y 


PUNTO DE DIVISION es el. que divide a un segmento en una relación dada. Consideremos 
los puntos P(x,y) y Paxo y.) y la recta que determinan. YA 

| 

| 


Sea P(x,y) un tercer punto que divida al segmento en la re- / E 
; Aya) 


P,P 
lación pp, A Como P,P y PP, son del mismo sentido, 
2 


dicha relación es positiva. Si el punto de división P(x,y), | 
estuviera situado en la prolongación del segmento, a uno | 


se EPA ; i 
u otro lado del mismo, la relación -p~ = r sería negativa, 


PP, ES: 
, i XAFA 
ya que P,P y PP, tendrian sentidos opuestos. f ; 
Teniendo en cuenta los triángulos semejantes de la TESE AA 
y X Ol , 
fro res m E 
eua EN m E Y 


2 COORDENADAS RECTANGULARES 
Despejando x, x= Ara Análogamente, y = HT 
peJ i l+r ` £ . » l+r 
> š XiT X ) 
Si P(x,y) es el punto medio del segmento P,P,, r=1 y x = E > ž y= a Ye 


INCLINACION Y PENDIENTE DE UNA RECTA. La inclinación de una recta L (que no sea 
paralela al eje x) es el menor de los ángulos que dicha recta forma con el semieje x positivo 
y se mide, desde el eje x a la recta L, en el sentido 
contrario al de las agujas del reloj. Mientras no se Y 
advierta otra cosa, consideraremos que el sentido Años 
positivo de L es hacia arriba. Si L fuera paralela dios 
al eje x, su inclinación sería cero. 

La pendiente de una recta es la tangente del 
ángulo de inclinación. En estas condiciones, 
m = tg 0, siendo 0 el ángulo de inclinación y m la 
pendiente. 

La pendiente de la recta que pasa por dos 
puntos Py(x,,y1) y PAX2,Y2) es 


cualesquiera que sean los cuadrantes en los que estén situados los puntos P, y Pa. 


RECTAS PARALELAS Y PERPENDICULARES. Si dos rectas son paralelas, sus pendientes 
son iguales. 


Si dos rectas L, y L} son perpendiculares, la pendiente de una de ellas es igual al reci- 
proco de la pendiente de la otra con signo contrario. Esto es, llamando m, a la pendiente 
de L, y m, a la de L, se tiene m, = —1/m,, o bien, mm, = —1. 


ANGULO DE DOS RECTAS. El ángulo a, medido en el 
sentido contrario al de las agujas del reloj, desde la 
recta Lı de pendiente m, a la L, de pendiente m, es 


Demostración: 0, = a + 0,, O a = 0,—0,. 
tg a = tg (0, — 0,) 
tg 0, —tg 0, 


Mı — My 


1+tg0,tg0,  — 1+mem' 


AREA DE UN POLIGONO EN FUNCION DE LAS 
COORDENADAS DE SUS VERTICES. Sean 
PX1, Y), Pao, Y2), Palxa, ya) los vértices de un trián- 
gulo. El área A en función de las coordenadas de los 
vértices viene dada por la expresión 


A = HlxiYa + X2Ya + XaY1 — MaYa — XaY1 — XVa). 


OS 


NARNIA DARA TARTA DINO 


A ES 


COORDENADAS RECTANGULARES 


Demostración: Area del triángulo = área del trapecio M,P,P¿M, + área del tra- 


pecio M¿P¿P,M, — área del trapecio M,¡P,P,M,. Por tanto, 
Á 


li 


(yi + Ya) (Xa — X1) + (Ya + V2) (X2 — X3) — 301 + Ye) (Xz — x1) 
= XVa + XVa + X3Y1 — X1 Y3 — X2Y1 — Ma) a). 


Este resultado se puede expresar de otra manera, más fácil de recordar, teniendo en 


cuenta la notación de determinante: 


A = 2 Xa Ya l 


Xa Ja l 


Otra forma de expresar el área de un triángulo, muy útil cuando se trate de hallar áreas 


de poligonos de más de tres lados, es la siguiente: 


A = (XVa + X2aYa + XaVi — XVa — Maa — Ma) 1). A=} 


Obsérvese que se ha repetido la primera fila en la cuarta. 
PROBLEMAS RESUELTOS 


DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS. 


1. Hallar la distancia entre a) (—2, 3) y (5, 1), b) (6, —1) y (—4, —3). 


a) d= v(x, — x} + — yè = vV +2 +(1— 3) = v49 + 4 = V53 
b) d= V(x, — x)? + (ya — y)? = VAN + (3 + I} = V104 = 24/26 


Y 


A(3,8) 


Bi-11,3) 


Y 


Problema 1 Problema 2 


2. Demostrar que los puntos A(3, 8), B(—11, 3), C(—8, —2) son los vértices de un triángulo isósceles. 


AB = V( + 11} + (8 — 3)? = V221 
BC = vV(—11 + 8} +68 +2} = v34 


AC = VB +8) + (8 + 2)? = v221. Como AB= AC, el triángulo es isósceles. 


4 COORDENADAS RECTANGULARES 


3. a) Demostrar que los puntos A(7, 5), B(2, 3), C(6, —7) son los vértices de un triángulo rectángulo. 
b) Hallar el área del triángulo rectángulo. 


a) AB= V00 F63} = V2 


BC = VQ — 6} + (3 + 7P = V 116 
AC = VO — 6 F6 FIF = vi45 
Como (4BY + (BC? = (ACP, o sea, 29 + 116 = 145, ABC es un triángulo rectángulo. 
b) Area = HAB)(BC) = 1v29 y 116 = 29 unidades de superficie. 


Problema 3 Problema 4 


Problema 5 


4. Demostrar que los tres puntos siguientes son Cólincales DAA, —2), B(5, 2), C(9, 4). 


AB = V(5 +39 +2 +29 = 4v5 BC = v9 — 5P + (4 2 = 2v5 
AC = V(9 + 39 + (4+ 2)? = 6v5 
Como AB + BC — AC. o sea, 41 5 + 245 = 6v5, los puntos son colineales. 


5. Determinar un punto que equidiste de los puntos A(1. 7). B(8, 6). C(7. —1). 


Sea P(x, y) el punto buscado. Ha de ser, PA - PB -= PC. 


Como PA = PB. vix — 1% + (y — TF = Vx — 8N + (y — 6}. 
Elevando al cuadrado y simplificando, 7x — y— 25 = 0. (1) 


Como PA = PC, vix — 1} +(y— TF = vix — T +O + DA 
Elevando al cuadrado y simplificando, 3x — 4y = 0. (2) 
Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2) resulta x = 4, y = 3. Por tanto, 
cl punto buscado tiene de coordenadas (4, 3). 


PUNTO QUE DIVIDE A UN SEGMENTO EN UNA RELACION DADA. 


6. Hallar las coordenadas de un punto P(x, y) que divida al segmento 
- determinado por P,(1, 7) y P6, —3) en la relación r = 2/3. 


Como la relación es positiva, P,P y PP, han de ser del mismo 


sentido y, por tanto, el punto P(x, y) estará situado entre los puntos 
dados extremos del segmento. 


ME." 2 
Po 3 


COORDENADAS RECTANGULARES 5 
6 143 
Xi FIX T (6) Yı + YY A sb 
A EE yes HE a 3 
IFF E Er FE 
3 g 


El punto buscado es (3, 3). 


7. Hallar las coordenadas de un punto P(x, y) que divida al segmento determinado por P (—2, 1) 
y P43, —4) en la relación r = —8/3. 


| Como la relación es negativa, P,P y PP, han de ser de sentido opuesto, con lo que el punto 
f 3 ; P,¡P 8 
P(x, y) será exterior al segmento P,P}. r = -e = —-—, 
PP, 3 
8 8 
—2 + |— =] ME) l — | (—4 
Atr + Jo Y1 + rY + y] k 
= = = — —— = 6 y = = = — _—_—__— A =M] 
l+r T 8 l+r + 8 
3 3 
ií a YA 
P.(2,6) 
RE4.1) 
` > 
9 X 
Poy) 
Pixy) 
Problema 7 Problema 8 Problema 9 


8. El extremo de un diámetro de una circunferencia de centro P,(—4, 1) es P,(2, 6). Hallar las coorde- 
nadas P(x, y) del otro extremo. 


Ea pe 1 
PP, E 


Como P,P y PP, son de sentido opuesto, la relación r es negativa. 


1 ] 
A+, a ECO 


oy A AU J l Ei i 
peg) wF 


Xi H rX 


9. Hallar dos puntos P,(xı, y1) y Pax, yo) que dividan al segmento que une 4(3, —1) con B(9, 7) en 
tres partes iguales. 


3 l l 
|e AP, 1 3+ 30) =l + 30M 
| Para hallar P(x,, y): 5i=- =>, X= — =b Us =>=>=25% 
P,B 2 pi l 
| l + > l + 3 
| AAA. E: 3429) co 1+2 _ 13 
| Para hallar Pa(x,, Ya): r = PB T X= —j zeo Tt J= i42 


6 COORDENADAS RECTANGULARES 


10. Hallar las coordenadas del extremo C(x, y) del segmento que 
une este punto con A(2, —2) sabiendo que el punto B(—4, 1) Y 
está situado a una distancia de A igual a las tres quintas par- an 
tes de la longitud total del segmento. My) 


24 a E a 
BC 2 Ao 
Como AC y CB son de sentido opuesto, la relación r es 
negativa. 
5 5 
E! (- 5) (—4) 8 (- 3) a) 
x=- 5 ~ = a >] y > - 5 _— — 3 
+(-3) m3 


11. Las medianas de un triángulo se cortan en un punto P(x, y) 
llamado baricentro, situado de los vértices a 2/3 de la distan- 
cia de cada uno de ellos al punto medio del lado opuesto. 
Hallar las coordenadas del baricentro de un triángulo cuyos 
vértices tienen de coordenadas A(x. Y1). B(Xa Y2) C(x3, Ya). 

Consideremos la mediana APD, siendo D el punto me- 
dio de BC. 


Las coordenadas de Dson 22 + ÓN Ya + Ys 


2 
AP 2 AP 2 
Como er A, resulta r = Pa t 2. 
Xa tX 
Md a! “tath 
PE | -+2 a 3 
Ya + Ya 
ii (23) 
Pai- 2 |} _nth+» 
ý I+2 3 


: z l | 
Las coordenadas del baricentro de un triángulo son, pues, 3 + Xo + Xg), 3 (Y. + Ya + ya). 


Al mismo resultado se habría llegado considerando las medianas BPE o CPF, siendo en todo caso 
AP. BP EF 2 


p= a = 2 =2, 


PD PE PF l 


INCLINACION Y PENDIENTE DE UNA RECTA 


12. Hallar la pendiente »» y el ángulo de inclinación 0 de 
las rectas que unen los pares de puntos siguientes: 


a) (—8, —4), (5, 9). c) (11,4), (—11, 10). 
b) (10, —3), (14, —7). d) (8, 6), (14, 6). 
A o REA 
m=1tg0 e 
a s EN AA 
a) m= CN | 0 = tgl = 45 
AER N Red = p 
b) m = 1410 = —-] 0 == tg —| 135 
10—4 6 
. FA AS = -1 PP k 
c) m zien o” 0 = tg 0 = 90 
mA L, 0 = tg- 0 = 0° 


COORDENADAS RECTANGULARES 7 


13. Demostrar que los puntos A(—3, 4), B(3, 2) y C(6, |) son colineales. 


Pendiente de 48 =2 2% = L, Pendiente de AC = 4 ; 


3 +3 3 6+3 3” 


Como la pendiente de AB es la misma que la de AC, los tres puntos están situados sobre la 
misma recta. 


14. Demostrar, aplicando el concepto de pendiente, que los puntos A(8, 6), B(4, 8) y C(2, 4) son los 
vértices de un triángulo rectángulo. 


: _8=6 l , 4—8 
Pendiente de AB = 43 sé. Pendiente de BC = — 2: 


Como la pendiente de AB es el reciproco con signo contrario de la pendiente de BC, estos dos 
lados del triángulo son perpendiculares. 


ANGULO DE DOS RECTAS 


15. Sabiendo que el ángulo formado por las rectas L, y L es de 45”. y que la pendiente m, de L, es 2/3, 
hallar la pendiente m, de La. 


Mm, — m S 
= l es decir, | = 


t 45° = aat FARNE a 
E |+ mam 2 


De esta ecuación, m, = 5. 


Problema 15 Problema 16 


16. Hallar los ángulos interiores del triángulo cuyos vértices son A(—3, —2), B(2, 5) y C(4, 2). 


„Sai I o ds E. _242_4 
E T LEAD 2 daa dd 
E 
Man — Mca 5 7 29 


e E A A = 24" 43,1". 


l + Migrica ia EN 4 63 
SAT 
3 EL 7 
_ Mec — Mas 2 5 _ 29 L gbe , 
i= E a i a MA O B= 69 13,6". 
: 2J/\5 
4 ( z) 
tg C m nea Mi a LE NE = 2 C = 86°3,3'. Comprobación: A + B + C = 180°. 
1 + mcaMac 4 3 2 
ho o 7 


8 COORDENADAS RECTANGULARES 
AREA DE UN POLIGONO DE VERTICES CONOCIDOS. 


17. Hallar el área A del triángulo cuyos vértices son los puntos de 
coordenadas (2, 3), (5, 7), (3, 4). 


3 
= $12: 7 + 54 + (—3)(3) — 2: 4 — (—3)(?) — 5-3] 
= UI4 + 20—9—8 + 21 — 15) = 11,5 unidades de su- 


perficie, 


18. Hallar el área A del pentágono cuyos vértices son los puntos de coordenadas (—S, —2), (—2, 5), 
(2, 7), (5, 1), (2, —4). 


LS 2 
| 2 5 
A=} 2 7 
5 l 
¡ZA 
[$ 2 
- M5) (5) + (27) +2: 1 + $ (4) + A—2) 
— (—5)(—4) —2: 1 — 5: 7 — 2. 5 —(—2) (—2)] 
j = 4(—132) = —66. 


Solución: 66 unidades de superficie. Si se toman los vértices 
recorriendo el poligono en el sentido contrario al de las agujas 
del reloj, el área se considera positiva, y en caso contrario ne- 
gativa. 


PROBLEMAS PROPUESTOS 


l. Representar los puntos de coordenadas: (2, 3), (4, 0), ES, D, (12.—1), (2, 0), (2, V3), (0, 1), 
(2, v8), (v7. 0), (0, 0), (4,5, —2), (v10, — v2), (0, v3), (2,3, —6). 
2. Representar los triángulos de vértices: a) (0, 0), (—1, 5), (4, 2); 
b) (v2, 0), (4, 5), (—3, 2); 
ce) (2+ v2, —3), (13, 3), (—2, 1 + 1⁄8). 
3. Representar los poligonos de vértices: a) (—3, 2), (1, 5), (5, 3), (1, —2); 
b) (—5, 0), (—3, —4), (3, —3), (7, 2), (1, 6). 
. Hallar la distancia entre los pares de puntos cuyas coordenadas son: 
a) (4,1), (3, —2); c) (0, 3), (4, 1); e) (2, —6), (2, —2); 
b) (—7, 4), (t, —1D; d) (1, —5), (2, —3); P (3. 1), 3, —I). 
Sol. a) v10; b) 17, c) 2v5, d) v13, e) 4, f) 2v 10. 


pos 


i 
j 
| 
f 


5. Hallar el perímetro de los triángulos cuyos vértices son: 
a) (—2, 5), (4, 3), (7, —2); c) (2, —5), (—3, 4), (0, —3); 
b) (0,4), (—4, 1), 8, —3); d) (1, —2), (4, 2), (—3, 5). 


Sol. a) 23,56, b) 20,67, c) 20,74, d) 21,30. 


6. Demostrar que los triángulos dados por las coordenadas de sus vértices son isósceles: 
a) (2, —2), (—3, =t} (1, 6); c) (2, 4), (5, 1), (6, S5); 
b) (—2, 2), (6, 6), (2, —2); d) (6,7), (—8, —1), (—2, —7). 


AS 


COORDENADAS RECTANGULARES 9 


. Demostrar que los triángulos dados por las coordenadas de sus vértices son rectángulos. Hallar sus 


15 


16. 


17 


áreas. 

a) (0, 9), (—4. —1), (3, 2): ej (3, —2), (—2, 3), (0, 4); 

b) (10, 5), (3, 2), (6, —5); d) (2, 8), (—6, 1), (0, 4). 

Sol. Areas: a) 29, b) 29, c) 7,5, d) 15 unidades de superficie. 


. Demostrar que los puntos siguientes son los vértices de un paralelogramo: 


D Sn: © 4 (6. 2) (8. 6), (4,8) 


. Hallar las coordenadas del punto que equidista de los puntos fijos: 


a) (3.3), (6. 2). (8, —2); b) (4,3), (2, 7), (—3, —38); c) (2, 3), (4, —1), (5, 2). 
Sol. a B.,=2), A (51h c) (3, 1). 


. Demostrar, mediante la fórmula de la distancia, que los puntos siguientes son colineales: 


a) (0, 4), (3. —2). (—2, 8); c) (1,2), (—3, 10), (4, —4); 
b) (22, 3), (—£, 1). (—10, —1); dy (1, 3), (—2, —3), (3, 7). 


Demostrar que la suma de los cuadrados de las distancias de un punto cualquiera P(x, y) a dos vér- 
tices opuestos de un rectángulo es igual a la suma de los cuadrados de las distancias a los otros dos 
vértices. Supóngase que las coordenadas de los vértices son (0, 0), (0, b), (a, b) y (a, 0). 


. Hallar el punto de abscisa 3 que diste 10 unidades del punto (—3, 6). 


Sol. (3, —2), (3, 14). 


. Hallar las coordenadas de un punto P(x, y) que divida al segmento que determinan Py(x,, yy) 


o P,P 
y Pa(Xa y,) en la relación r PP, 
2 2 
a) P (4. —3). Pa (1, 4). r = T d) P,(0. 3). P,(7.4),r = — + 
l $ 
hb) PL(5, 3), P,(—3, —3), r = 3: e) PL(=5,2), Pa(1,4), r =— z 
2 3 
c) Pi(—2, 3), P,(3.—-2), r 5 f) P (2. —5), P,(6, 3), r = 7 


; 5 3 4 11 14 13 26 11 
Sol. a) (2 3) b) (a 3) c) ( a a +7) d) (- > EJ à e) (10, 79 N (F +) 


. Hallar las coordenadas del baricentro de los triángulos cuyos vértices son: 


ay (5D —31 485 Di C) 06.605. 2). (7.6): e) (3, 1), Q, 4), (6, —2). 
h) (2, —1),(6, 7), (—4, —3); dy) (7,4) (3. —6).4=5., 2); 


L 3 4 y 2 R 5 
Sol. a) (> 3) b) (> i) c) (5 5) d) (+ o). e) (+ i) 


Sabiendo que el punto (9, 2) divide al segmento que determinan los puntos P,(6, 8) y PalXz Yz) en 
la relación r = 3/7, hallar las coordenadas de P,. 
Sol. (16, —12). 


Hallar las coordenadas de los vértices de un triángulo sabiendo que las coordenadas de los puntos 
medios de sus lados son (—2, 1), (5, 2) y (2, —3). 
Sol. (1,6), (9. —2), (—5, —4). 


Hallar las coordenadas de los vértices de un triángulo cuyas coordenadas de los puntos medios 
de sus lados son (3, 2), (—1. —2) y (5, —4). 


Sol. (—3, 4), (9, 0). (1, —8). 


p 


21. 


27. 


29. 


COORDENADAS RECTANGULARES 


Demostrar analiticamente que las rectas que unen los puntos medios de los lados adyacentes del 
cuadrilátero A(—3, 2), B(S, 4), C(7, —6) y D(—5, —4) forman otro cuadrilátero cuyo perímetro es 
igual a la suma de las diagonales del primero. 


Demostrar que las rectas que unen los puntos medios de dos lados de los triángulos del Problema 14 
son paralelas al tercer lado e iguales a su mitad. 


Dado el cuadrilátero A(—2, 6), B(4, 4), C(6, —6) y D(2, —8), demostrar que: 


a) La recta que une los puntos medios de 4D y BC pasa por el punto medio del segmento que une 
los puntos medios de AB y CD. 

b) Los segmentos que unen los puntos medios de los lados adyacentes del cuadrilátero forman 
un paralelogramo. 


El segmento que une A(—2, —1) con B(3, 3) se prolonga hasta C. Sabiendo que BC = 34B, hallar 
las coordenadas de C. Sol. (18, 15). 


Demostrar que el punto medio de la hipotenusa de un triángulo rectángulo equidista de los vértices. 
Ind.: Supóngase que las coordenadas del vértice del ángulo recto son (0, 0) y las de los otros vér- 
tices (a, 0) y (0, b). 


. Demostrar que en los triángulos isósceles del Problema 6 dos de las medianas son de la misma lon- 


gitud. 


Hallar las pendientes de las rectas que pasan por los puntos: 


a) (3,4), (1, —2); c) (6,0), (6, v3); e) (2,4), (2, 4); 
b) (—5, 3), (2, —3); d) (1, 3), (7, 1); f) G= (3, 5). 
E Y AA E dm +» e) 0, f) 00. 


. Hallar las inclinaciones de las rectas que pasan por los puntos: 


a) (4, 6) y (1, 3); c) (2,3) y (1,4); e) (v3, 2) y (0, 1); 
b) (2, v3) y (1, 0); d) (3, —2) y (3, 5); FY (2,4) y (2, 4). 
Sol. a) 0 = tgl = 45°; c) 0 =tg>— I = 135; e) 0=tg"1/V3 = 30°; 
b) 0 = tg v3 = 60°; d) 0 = tg œ = 90°; f) 0=tg20=0". 
Aplicando el concepto de pendiente, averiguar cuáles de los puntos siguientes son colineales. 
a) (2,3), (4, 7) y (5, 8); d) (0, 5), (5,0) y (6, —1); 
b) (4, 1), (5, —2) y (6, —5); e) (a.0), (2a, —b) y (—a, 2b); 
c) (1, 4), (2, 5) y (7, —2): f) (2, 1), (3, 2) y (6, 3). 
Sol. a) No, b) Sí, c) No, d) Si, e) Si, f) No. 
Demostrar que el punto (1, —2) está situado en la recta que pasa por los puntos (—3, 1) y (7, —5) 


y que equidista de ellos. 


. Aplicando el concepto de pendiente, demostrar que los puntos siguientes son los vértices de un 


triángulo rectángulo. 


a) (6,5), (1, 3) y (5, —7); c) (2. 4), (4, 8) y (6, 2); 

b) (3,2), (5, —4) y (1, —2); d) (3,49, (—2, —1) y (4, 1). 
Hallar los ánguios interiores de los triángulos cuyos vértices son: 

a) (3, 2), (5, —4) y (1, —2); Sol. 45°, 45,90. 

b) (4, 2), (0, 1) y (6, —1); Sol. 109” 39,2”, 32 28,3, 37° 52,5". 


c) (—3. —1), (4, 4) y (2, 3); Sol. 113" 29,9". 40" 25,6", 26” 4,5". 


37. 


. 


. Demostrar que las rectas que unen los puntos medios de los lados de los triángulos del Problema 36 
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. Demostrar, hallando los ángulos interiores, que los triángulos siguientes son isósceles, y efectuar 


la comprobación calculando las longitudes de los lados. 


a) (2.4). (5, 1) y (6, 5): Sol. A 2,2",:61" 55,6",:59" 2,2, 
b) (8, 2). (3, 8) y (—2. 2); Sot: :30% EL. F,79%:366;. SOT BET. 
e) (3.2). (5. —4) y (!. —2): Sol. 45°. 45°. 90". 

d) (1.5), (5, —1) y (9, 6); Sol. 63 26', 63" 26". 53 8', 


. La pendiente de una recta que pasa por el punto A(3, 2) es igual a 3/4. Situar dos puntos sobre esta 


recta que disten 5 unidades de A. 
Sol. (7.5), (—1.—1). 


. El ángulo formado por la recta que pasa por los puntos (--4, 5) y (3, y) con la que pasa por (—2, 4) 


y (9. 1) es de 135”. Hallar el valor de v. Sol. y =09, 


. La recta L, forma un ángulo de 60" con la recta £,. Si la pendiente de L, es 1, hallar la pendiente de L. 


Sol. —(2 + vV3). 


. Hallar la pendiente de una recta que forma un ángulo de 45” con la recta que pasa por los puntos 


de coordenadas (2, —1) y (5. 3). Sol. m, = —7. 


. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto (2, 5) y forma un ángulo de 45” con la recta 


de ecuación x — 3y + 6 = 0. Sol. 2x— z+ 1 = 0. 


. Hallar las áreas de los triángulos cuyas coordenadas de los vértices son: 


a) (2, —3). (4, 2) y (—5. —2) Sol. 18,5 unidades de superficie. 
hb) (3.4), (6. 2) y (4. —3) Sol. 24;5. 

c) (3, —2). (4, —6) y (—!, 5) Sol. 28. 

d) (0,4). (—8, 0) y (—I, —4) Sol. 30. 

e) (vZ. 2), (4, 6) y (4. —2V 2) Sol. T7V2—2= 7,899. 

NY RAS (11) y (3.3) Sol. 0. Razonar la respuesta. 
g) (la, h+c)(b,c+a)y(c.a +b) Sol. 0. 


Hallar las áreas de los poligonos cuyas coordenadas de los vértices son: 
a) (2,5), (7. 1), (3. —4) y (2. 3) Sol. 39.5 unidades de superficie. 


b) (0, 4), (1, —6). (—2. —3) y (4, 2) Sol. 25,5. 
c) (1,5), (2, 4). (—3, —!), (2. —-3) y (5. 1) Sol. 40. 


dividen a cada uno de ellos en cuatro triángulos de áreas iguales. 


| 
H! 
| 


CAPITULO 2 


Ecuaciones y lugares geométricos 


LOS DOS PROBLEMAS FUNDAMENTALES DE LA GEOMETRIA ANALITICA SON: 


I. Dada una ecuación, hallar el lugar geométrico que representa. 
2. Dado un lugar geométrico definido por determinadas condiciones, hallar su ecuación 
matemática. 


LUGAR GEOMETRICO, o gráfica, de una ecuación de dos variables es una línea, recta o curva, 
que contiene todos los puntos, y solo ellos, cuyas coordenadas satisfacen la ecuación dada. 
Antes de representar gráficamente el lugar geométrico que corresponde a una ecuación 
dada, es muy conveniente, para determinar su forma, conocer algunas propiedades del lugar 
en cuestión, como, por ejemplo: intersecciones con los ejes, simetrías, campo de variación 

de las variables, etc. 


INTERSECCIONES CON LOS EJES. Son las distancias (positivas o negativas) desde el origen 
hasta los puntos en los que la linea del lugar corta a los ejes coordenados. 
Para hallar la intersección con el eje x se hace y = O en la ecuación dada y se despeja la 
variable x. Análogamente, para hallar la intersección con el eje y, se hace x = 0 y se despeja y. 
Por ejemplo, en la ecuación y? + 2x = 16, para y = 0, x= 8; para x = 0, y = +4, 
Por tanto, la abscisa del punto de intersección con el eje x es 8 y las ordenadas de los de in- 
tersección con el eje y son +4, 


SIMETRIAS. Dos puntos son simétricos con respecto a una recta si ésta es la mediatriz del 
segmento que los une. Dos puntos son simétricos con respecto a otro punto, si éste es el 
punto medio del segmento que los une. En consecuencia: 


l. Si una ecuación no se altera al sustituir x por —x, su representación gráfica, o lugar, 
es simétrica con respecto al eje y, A todo valor de y en esta ecuación, le corresponden 
dos valores iguales de x en valor absoluto pero de signos contrarios. 


Ejemplo: x?— 6y + 12 =0, es decir, x = +v6y — 12. 


2. Si una ecuación no varía al sustituir y por —y, su representación gráfica, o lugar, es 
simétrica con respecto al eje x. A todo valor de x en esta ecuación le corresponden dos 
valores numéricamente iguales de y en valor absoluto pero de signos contrarios. 


Ejemplo: y? —4x — 7 = 0, es decir, y = +y4x + 7. 


3. Si una ecuación no varía al sustituir x por —x e y por —y, su representación gráfica, 
O lugar, es simétrica con respecto al origen. 


Ejemplo: x4+x+y=0, 


CAMPOS DE VARIACION. Los valores de una de las variables para los cuales la otra se hace 
imaginaria, carecen de sentido. 

Sea la ecuación y? = 2x — 3, o bien, y = +4 2x — 3. Si x es menor que 1,5, 2x— 3 es 
negativo e y es imaginario. Por tanto, no se deben considerar los valores de x menores 
que 1,5 y, en consecuencia, la curva del lugar estará situada toda ella a la derecha de la 
recta x = 1,5, 

Despejando x, x = (y? + 3). Como x es real para todos los valores de y, la curva del 
lugar se extiende hasta el infinito, aumentando y a medida que lo hace x desde el valor x = 1,5, 


12 


a] 
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PROBLEMAS RESUELTOS 


LUGAR GEOMETRICO DE UNA ECUACION 


| 1. Representar la eclipse de ecuación 91? + 16y? = 144./ 


| Intersecciones con los ejes. Para y = 0, x = +4. 
Para y = 0, y= +3. Por tanto, corta al eje x en los 
puntos de abscisa 44. y al eje y en los de orde- 
nada : 3, 


Simetrias. Como la ecuación solo contiene po- 
tencias pares de v e y, la curva es simétrica con res- 
pecto a los dos ejes y. por tanto, con respecto al 
origen. Así, pues, basta con dibujar la porción de 
curva contenida en el primer cuadrante y trazar des- 
pués el resto de ella por simetria. 


uo. 


Campo de variación. Despejando y y x, 


4 E 
y ES E, 7 } 719 R 
J Ea v16— a’, X 3 v9 — y?. 


Ey 

Si ves, en valor absoluto, mayor que 4, 16 — x? es negativo e y es imaginario. Luego x nc pue- 
de tomar valores mayores que 4 ni menores que —4, es decir, 4 > x 2 —4. Análogamente, y 
no puede tomar valores mayores que 3 ni menores que —3, o sea, 3 2 y 2 —3, 


x 


2. Representar la parábola de ecuación y?— 2y — 4x 4 9 =0. 


Despejando y de la fórmula de resolución de la ecuación de segundo grado, 


, hnd as : 

4 y = Prinses ¿siendo a = l, b = —2, ¢ = —4x +9: 

a z 2a 

y la 2V4x—2. . (1) 

i 4 2—2y +9 

Despejando v, k= L — (2) TIRAT 
| > 
z Intersecciones con los ejes. Para y 0, x - 9/4. Para xX 


x= 0, y es imaginario (1 + 2v —2). Por tanto, la curva 


y 


corta al eje x en el punto de abscisa 9/4 y no corta al eje y. 


Simetrias. La curva no es simétrica ni con respecto a los 
ejes ni con respecto al origen 

Es simétrica con respecto a la recta p — 1, con lo cual, a cada valor de x se obtienen dos de y, 
uno mayor que | y otro menor que |. 


Campos de variación. De (1) se deduce que si x es menor que 2, x — 2 es negativo e y imaginario. 
Por tanto, x no puede tomar valores menores que 2. 

Análogamente, de (2) se deduce que como x es real para todos los valores de y, esta variable 
puede tomar todos los valores reales. 


3 F g s TE 


Ej 2I oa | | 
y al PAE ET 4.5; —2,5 | 5: —3 
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Representar la hipérbola xy — 2y — x = 0. 


Intersecciones con los ejes. Para x = 0, y = 0; para 
M=04x% =0, 


Simetrías. La curva no es simétrica ni con respecto 
a los ejes coordenados ni con respecto al origen. 


X 


Campos de variación. Despejando y, y = 


A 
para x = 2, el denominador, x — 2, se anula e y se hace 
infinico. 

z 2y . 
Despejando x, x = rd Para y = 1, el denomi- 
nador, y — |, se anula y x se hace infinito. 


Ninguna de las dos variables se hace imaginaria para 
valores reales de la otra. 


10,7 
Cuando x tiende a 2 por la izquierda, y tiende a menos infinito. Cuando x tiende a 2 por la 
derecha, y tiende a más infinito. Las dos ramas de la curva se aproximan indefinidamente a la recta 


x = 2 haciéndose tangentes a ella en + infinito. La recta x — 2 = 0 se denomina asintota vertical 
de la curva. 


x l 


x—2 2” 
2 X 
Cuando x tiende a más o menos infinito, — tiende a cero e y tiende a 1. La recta y — 1 = 0 es una 
asintota horizontal. x 


Veamos qué ocurre cuando x tiende hacia infinito. Consideremos y = 


Representar la función 
xy — 4y +1 =0. 


Intersecciones con los ejes. Para x = 0, y = 0. 
Para y = Q, x= 0, 


Simetrias. Sustituyendo —x por x, y —y 
por y, se obtiene la ecuación —x?y + 4y — x = 0, 
que multiplicada por —1] es la ecuación original. 
Por tanto, la curva es simétrica con respecto al 
origen. No es simétrica con respecto a los ejes. 


Campo de variación. Despejando y, 


X xX 


22 4=4 Garo 


Las asintotas verticales son x— 2 = 0, x +2=0. 


VS aR 
Despejando x se obtiene, x = sn Ey . La asíntota horizontal es y = 0, 


Ninguna de las variables se hace imaginaria para valores reales de la otra. 


74830. 
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. Representar el lugar geométrico x? — x + xy + y — 2y? = 0. 


Algunas veces, una ecuación se puede descom- 
poner en producto de varios factores y, en este caso, 
su gráfica consta de la correspondiente a cada uno 
de ellos. 

Como la ecuación dada se descompone en los 
factores 


(x— y) x + 2y—1) =0, 


su gráfica se compone de las dos rectas 


x— y= y x+2y—l=0. 


. Determinar los puntos reales, si existen, que satisfacen las ecuaciones siguientes. 


a) (x +4? + (y — 2? = —S. d) x*4+2y?—6x +11 =0. 
b) +4y=0. e) (*— 4y9Y + (x + 3y— 10) = 
c) 124y—8x + 2y + 17 =0. f) xX +(2i— 1)x —(6í + S)y— | =0. 


a) Como el cuadrado de todo número real es positivo, tanto (x + 4)? como (y — 2)? son posi- 
tivos y, por tanto, la ecuación no se satisface para valores reales ni de x ni de y. 


b) Es evidente que el único punto real que satisface a la ecuación dada es el origen (0, 0). 


c) Escribiendo la ecuación en la forma (x?— 8x + 16) + (y? + 2y +1)=0, o bien, 
(x — 4} + (y + 1} = 0, cuando x — 4 = Oe y + 1 =0, es decir, para x = 4, y = —1, el único 
punto real que la satisface es el de coordenadas (4, —1). 


d) Escribiendo la ecuación dada en la forma x?— 6x + 9 + 2y? + 2 =0, o bien, (x — 3)? 
+ 2y? + 2 = 0, como (x — 3), 2y? y 2 son positivos para todos los valores reales de x e y, la ecua- 
ción dada no se satisface para valores reales de dichas variables. 


e) La ecuación se satisface para los valores de x e y que verifican, simultáneamente, las ecuaciones 
x — 4y = 0 y x + 3y — 10 = - 0. Resolviendo el sistema formado por ambas se obtienen los pun- 
tos (4, 2) y (—20, 10), que son los únicos puntos reales que satisfacen la ecuación dada. 

f) Agrupando las partes reales e imaginarias se obtiene (x? — x — 5y — 1) + 2 x — 3y) = 0. 
Esta ecuación se satisface para los valores de x e y que verifican, simultáneamente, las ecuaciones 
*—x—5y—1=0 y x— 3y = 0. Resolviendo el sistema formado por ambas se obtienen los 
puntos (3, 1) y (—1/3, —1/9), que son los únicos puntos reales que satisfacen a la ecuación dada. 


. Resolver gráficamente el sistema formado por las ecuaciones 


siguientes y comprobar el resultado por vía algebraica. 


xy=8 (I) 
x—y+2=0 (2) 


l 


; : 8 ; 
Despejando y en (1) se obtiene, y = —. Para x = 0, y es in- 
finito. x 


Despejando x en (1) se obtiene, x 
finito. 

Por tanto, y = 0 es una asintota horizontal y x = 0 una 
asintota vertical. 


8 
i Para y = 0, x es in- 


La ecuación (2) representa una recta que corta a los ejes en los puntos (2, 0) y (0, 2). 
Gráficamente se deducen las soluciones (—4, —2) y (2, 4). 
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5. Representar el lugar geométrico x? — x + xy + y — 2y? = 0. 


Algunas veces, una ecuación se puede descom- 
poner en producto de varios factores y, en este caso, 
su gráfica consta de la correspondiente a cada uno 
de ellos. 

Como la ecuación dada se descompone en los 
factores 


(x— y) (x + 2y —1) =0, 


su gráfica se compone de las dos rectas 


> x—y=0 y x+2y—l=0. 
6. Determinar los puntos reales, si existen, que satisfacen las ecuaciones siguientes. 
; ay (+4 + (y— 2 =-S. d) x? +2y?—6x +11 =0. 
b) *+y=0. e) (x? — 4y? + (x + 3y — 10} = 0 
H c) X+ y — 8x + 2y +17 = 0. f) xX +(2i— 1)x —(6í + 5) — 1 =0. 


a) Como el cuadrado de todo número real es positivo, tanto (x + 4}? como (y — 2)? son posi- 
tivos y, por tanto, la ecuación no se satisface para valores reales ni de x ni de y. 


b) Es evidente que el único punto real que satisface a la ecuación dada es el origen (0, 0). 


c) Escribiendo la ecuación en la forma (x?— 8x +16) + (9? + 2y+1)=0, o bien, 
(x — 4} + (y + 19 = 0, cuando x — 4 = 0e y + | = 0, es decir, para x = 4, y = —1, el único 
punto real que la satisface es el de coordenadas (4, —1). 


d) Escribiendo la ecuación dada en la forma x? — 6x + 9 + 2y? + 2 = 0, o bien, (x — 3)* 
+ 2y? + 2 = 0, como (x — 3), 2y? y 2 son positivos para todos los valores reales de x e y, la ecua- 
ción dada no se satisface para valores reales de dichas variables. 
e) La ecuación se satisface para los valores de x e y que verifican, simultáneamente, las ecuaciones 
x? — 4y? = 0 y x + 3y — 10 = 0. Resolviendo el sistema formado por ambas se obtienen los pun- 
tos (4, 2) y (—20, 10), que son los únicos puntos reales que satisfacen la ecuación dada. 
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f) Agrupando las partes reales e imaginarias se obtiene (x? — x — 5y — 1) + 2i(x — 3y) = 0. 
Esta ecuación se satisface para los valores de x e y que verifican, simultáneamente, las ecuaciones 
*—x=—5y—1=0 y x— 3y = 0. Resolviendo el sistema formado por ambas se obtienen los 
puntos (3, 1) y (—1/3, —1/9), que son los únicos puntos reales que satisfacen a la ecuación dada. 


Resolver gráficamente el sistema formado por las ecuaciones 
siguientes y comprobar el resultado por vía algebraica. 


xy =8 (1) 
x—y+2=0 (2) 


Despejando y en (1) se obtiene, y = a . Para x = 0, yes in- 
finito. 


Despejando x en (1) se obtiene, x = —. Para y = 0, x es in- 
finito. 
Por tanto, y = 0 es una asintota kod y x=0 una 


asintota vertical. 


O = 


La ecuación (2) representa una recta que corta a los ejes en los puntos (—2, 0) y (0, 2). 
Gráficamente se deducen las soluciones (—4, —2) y (2, 4). 


r 
yA 
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Solución algebraica. De (2). y = x + 2. 

Sustituyendo en (1), x(x + 2) = 8, es decir, x? + 2x — 8 = 0. 

Descomponiendo en factores, (x + 4) (x —2) - 0. Por tanto, x = —4 y x= 2, 
Como y = x +2, y = —2 para x = —4 e y =4 para x = 2. 


8. Resolver gráficamente el sistema de ecuaciones siguiente y com- 
probar su solución por vía algebraica. 


41% | y? = 100 (1) 
91? — y? — 108 (2) 
Ambas curvas son simétricas con respecto a los ejes y al 
origen. 
Despejando y en (1) se obtiene, y = | v 100 —4x?. Luego x 


no puede tomar valores mayores que 5 ni menores que —5. 


Despejando x en (1) se obtiene, x = ] v 100 —y?. Luego y 
no puede tomar valores mayores que 10 ni menores que -10, 


MEET ES 


49.8 | +92 | - 


Despejando y en (2) se obtiene, y = +3 vx — 12. Luego x 
no puede tomar valores comprendidos entre v12 y —v 12. 


Despejando x en (2) se obtiene, x = +} vy? + 108. Luego y puede tomar cualquier valor. 


xl4Y412|+44| 45 | +6 


y| 0 | 46 |+108|+14,7 


Gráficamente se deducen las soluciones (4, 4-6), (—4, +6). 
Solución algebraica. 4x? + y? = 100 
9 — y? = 108 
1312 = 208, x2=16, y x= +44, 
y? = 91? — 108 — 144 — 108 = 36, y = 46. 


ECUACION DE UN LUGAR GEOMETRICO. 


9, Hallar la ecuación de la recta que sea, 


a) paralela al eje y y que corte al eje x cinco unidades a la izquierda del origen. 
b) paralela al eje x y que corte al eje y siete unidades por encima del origen. 

c) paralela y a la derecha de la recta x + 4 = 0 y que diste de ella 10 unidades. 
d) paralela y por debajo de la recta y = 2 y que diste de ella 5 unidades. 

e) paralela a la recta y + 8 = 0 y que diste 6 unidades del punto (2, 1). 

f) perpendicular a la recta y — 2 = 0 y que diste 4 unidades del punto (—1, 7). 


a) x=-—S5, es decir, x + 5 = 0. Esta es la ecuación de la recta que es paralela al eje y y que está 
situada 5 unidades a su izquierda. 


b) y= 7, es decir, y —7 = 0. Esta es la ecuación de la recta que es paralela al eje x y que está 
situada 7 unidades por encima del origen. 


A 
le 
hn 
$ 


10. 


12. 
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c) x= —4 +10, es decir, x = 6. Esta es la ecuación de la recta situada 10 unidades a la derecha 
de la recta x + 4 = 0. Es paralela al eje y y está situada 6 unidades a su derecha. 


d) y= 2—5, es decir, y = —3. Esta es la ecuación de la recta situada 5 unidades por debajo de la 
recta y — 2 = 0, Es paralela al eje x y está a 3 unidades por debajo de él. 


e) Como la recta y + 8 = 0 es paralela al eje x, las dos rectas pedidas también lo serán y estarán 
situadas 6 unidades por debajo y por encima. respectivamente, de la recta y = l. Luego y = 1 + 6, 
es decir, y = Te y = —5. 


f) Como la recta y — 2 = 0 es paralela al eje x, las dos rectas pedidas también lo serán y estarán 
a 4 unidades de la derecha o a la izquierda de la recta x = —1. Luego x = —l 4 4, es decir, 
K= Y 5=-=-5 

Hallar la ecuación de la recta que sea, 


a) paralela al eje y y que diste $ unidades del punto (3, —4), 
h) equidistante de las rectas x + 5$= 0 y x—2=0, 
c) que diste tres veces más de la recta y — 9 = 0 que de y + 2 = 0. ` 


Sea (x, y) un punto genérico de la recta pedida. 


a) y= —4 + 5, es decir, y ley» =-—9, 
Se Y —5 +2 3 
SDE ME sea. x a E A Fi A, 
b) e l. © sea, x > zo bien, 2x + 0 
y+2 Do có s 
c) o > E Simplificando, 4y — 3 = 0 y 2y + 15 = 


Para la recta 4y — 3 - 0, situada entre las dos dadas, la relación es +]. Para la recta 2y + 15 = 
situada por debajo de ellas, la relación es — 4. 


Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos equidistantes de A(—2, 3) y B(3, —1). 
PA = PB, es decir, Vix + 2} + (y — 39 = v(x — 3} + (y + IX. 


Elevando al cuadrado y simplificando se obtiene, 10x — 8y + 3 = 0. Esta es la ecuación de la 
mediatriz del segmento que une los dos puntos dados. 


Hallar la ecuación de la recta que pase, 


a) por el punto (—4, 5) y cuya pendiente sea 2/3. 
b) por los puntos (3, —1) y (0, 6). 


Sea (x. y) un punto genérico de la recta pedida. 


; IES. 
La pendiente de la recta que pasa por los puntos (x,, V1) y (Xg Pa) es 2 no F 
n T a 1 
; 2 
a) La pendiente de la recta que pasa por los puntos (—4, 5) y (x. y) es 7 
y —5 2 ai 
Por tanto. =——- = -= Simplificando. 21 — 3r + 23 = 0 
Nx +4 3 
b) La pendiente de la recta que pasa por los puntos (3. —1) y (0. 6) es igual a la pendiente de la 
recta que pasa por los puntos (0, 6) y (x. y). 
6+1 poe ő 
Por tanto, - 52 - Simplificando. 7x + 3y— 18 = 


VE 0 


te a j y 


13. Hallar la ecuación de la recta que pase, 


- 14, 


- 15. 


x 16. 


- 17. 


ECUACIONES Y LUGARES GEOMETRICOS 


a) por el punto (2, —1) y sea perpendicular a la recta que une los puntos (4, 3) y (—2, 5), 
b) por el punto (—4, 1) y sea paralela a la recta que une los puntos (2, 3) y (—S, 0). 


a) Si dos rectas son perpendiculares, la pendiente de una de ellas es igual al recíproco, con signo * 
contrario, de la pendiente de la otra. 


Pendiente de la recta que pasa por (4, 3) y (—2, 5) = == ===. 
Pendiente de la recta pedida = recíproco con signo contrario de — 5 = 3, 
Sea (x, y) un punto genérico de la recta pedida. La pendiente de la recta que pasa por (x, y) 3 


y (2, —1) es E 
X — 


n= 3. Simplificando, 3x — y — 7 = 0. 


b) Si las dos rectas son paralelas, sus pendientes son iguales. 
Sea (x, y) un punto genérico de la recta pedida. 


Pendiente de la recta que pasa por (2, 3) y (—S, 0) = pendiente de la recta que pasa por (x. y) 
y (4, 1). Ú 
3—0 Jal ao n 
Por tanto, EE SE Simplificando. 3x — 7y + 19 = 0. 


Hallar el lugar geométrico de los puntos P(x. y) cuya distancia al punto fijo C(2, —1) sea igual a 5. 
Distancia PC = 5, es decir, V(x— 2} +(y + 1P = 5. 
Elevando al cuadrado y simplificando se obtiene la ecuación del lugar pedido. x? + y? — 4x 


+ 2y = 20. 
Este lugar es una circunferencia de centro el punto (2, —1) y de radio 5. 


Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya suma de cuadrados de distancias 


a los puntos fijos A(0, 0) y B(2, —4) sea igual a 20. 
(PAY? + (PBP = 20, o bien, x? + y? + [(x — 2? + (y + 4)] = 20. 
Simplificando, x? + 14? — 2x + 4y — 0. Esta es la ecuación de una circunferencia de diámetro AB. 


Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a los ejes coordenados 
sea igual al cuadrado de sus distancias al origen. 


Distancia de P(x, y) al eje y + distancia al eje x = cuadrado de distancia al (0, 0). 


Luego x + y = x? + y? 0 bien. x? + y? — x — y = O. Esta es la ecuación de una circunferencia 
de centro (4, 4) y radio } v2. 


Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya relación de distancias a la recta 
y—4=0 y ai punto (3, 2) sea igual a I. 


Distancia de P(x, y)a y —4=0 
Distancia de P(x, y) a (3, 2) 


4—y 
= |, 0 sea, —== si == | 
vix — 39 + (y — 2} 


Elevando al cuadrado y simplificando, (4 — y)? = (x — 3) + (y — 2}, o bien, x? — 6x + 4y 
—3=0. 


, 


Esta es la ecuación de una parábola. 


ER 


e 2 


E 
y 


1 


| 


e 


9, 


L 


X 
Y 
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. Dados dos puntos P,(2, 4) y PAS, —3), hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos P(x, y) 
de manera que la pendiente de PP, sea igual a la pendiente de PP, más la unidad. 


Pendiente de PP, = pendiente de PP, + l, o sea, AA = X e : + l. 


Simplificando, x? + 3y — 16 = 0, que es la ecuación de una parábola. 


Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos P(x, y) equidistantes del punto fijo F(3, 2) 
y del eje y. 


PF = x, es decir, V(x — 3? + (y — 2} = x, o sea, x? — 6x + 9 + y? — 4y +4 = £. 


Simplificando, y? — 4y — 6x + 13 = 0, que es la ecuación de una parábola. 


. Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya diferencia de distancias a los pun- 
tos fijos Fi(1, 4) y Fx(1, —4) sea igual a 6. 


PF, — PF, = 6, es decir, V(x — I} + (y — 4 — v(x — DE + (y + 4) = 6. 


Pasando un radical al segundo miembro. 
Vx — IP + G— 4 = 6 + Vx — DE + O E AY. 
Elevando al cuadrado, 12—2x + 1 + y? — 8y + 16 = 36 + 12V(x— 1} + (y + 49 + 12— 2x 
+1 +y? + 8y + 16. 
Simplificando, 4y + 9 = —3 v(x — 1? + (y + 4}. 
Elevando al cuadrado, 16y? + 72y + 81 = 9x? — 18x + 9 + 9y? + 72y + 144, 


Simplificando, 9x? — 7y? — 18x + 72 = 0, ecuación de una hipérbola. 


PROBLEMAS PROPUESTOS 


UGAR GEOMETRICO DE UNA ECUACION. 
Trazar la gráfica de las ecuaciones | — 18. 
-L 1242x—y+4+43=0 , 10. y = x(x + 2) (x — 3) 
- 2. 4 — 9y? + 36 = 0 11. (x? + 2xy — 24} + (2x2 + y? — 33) = 0 
3. x + y? — 8x +4y—29=0 12. y + 4y—8=0 
4, 21? + 3y—18=0 13. xy? + 41? — 9 = 0 
5. 3x? 4 5y2=0 14. x? + y +4x—6y + 17=0 
6. 4 —x=0 15. 2x? + y —2y%i + xi — 54 — 17i = 0 
T. (xy — 6P +(x + 3Jxy +y +50 16. y(x + 2)(x—4)-8=0 
8. 8y— x = 0 5 17. x? + xy — 2y? — 3x + 3y = 0 
9. y = x(x— 2) (x + 3) 18. (x? — y) — yi =(5—2x) + Ml — x) i 


Representar los siguientes pares de ecuaciones y resolver gráficamente el sistema que forman. 


Comprobar algebraicamente los resultados. 


Ve TV. y= At. x—y+2=0. Sol. (2,4), (—, 1). 
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20. 4y—x?=0, xy + 4y— 8-0, Sol. (2, 1), (2, 1), las otras son imaginarias. 
21. x2 + y?-20=0, p—2r— 12 - 0, Sol. (2, +4), (4, + 2). 
-22 y?—2x—5=0, 3x2 —2%— 1-0. SOL AUR ESA, hS): 
23. y —4x—9=0, 1 +26 - 0. Sol. (2, 1), (—2, 1), (4, —5), (0, 3). 
24. 2? + y9—6-0, 12—y?—4- 0. Sol.  Imaginarias. 
25. 2x?— Saxy + 2y?=: 0, yt y?-- 5 = 0, Sol. (2, 1), (2, —1), (1, 2), (—1, —2). 
26. “—y34+x—y=0, 12%-2xy—3x 4 6y-0, Sol. (3, 4), (—2/3. —1/3), (3, 3), (0, 0). 


ECUACION DE UN LUGAR GEOMETRICO. 


27. Hallar la ecuación de la recta: 


a) Situada 3 unidades a la derecha del eje y. Sol. x—3=0 
b) Situada 5 unidades por debajo del eje x. Sol. y+5=0 
c) Paralela al eje y y a 7 unidades del punto (—2, 2). Sol. x—5=0, x+9=0. 

d) Situada 8 unidades a la izquierda de la recta x — —2. Sol. x+10=0 


e) Paralela al eje x y mediatriz del segmento determinado por (2, 3) y (2, —7). 
Sol. y+2=0 


Jf) Que diste 4 veces más de la recta x = 3 que de x = —2. 


Sol. 3Ix+11=0, x+1=0, 
g) Que pase por el punto (—2, —3) y sea perpendicular a la recta x — 3 = 0. Sol. y+3=0 


h) Que equidiste de los ejes coordenados. Sol. y=x=0, y+x=0, 
i) Que pase por el punto (3, —1) y sea paralela a la recta y + 3 = 0. Sol. y+1=0 
j) Que equidiste de las rectas y— 7 = 0e y 42 = 0. Sol. 2y—5=0 


28. Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya distancia al punto fijo (—2, 3) 
sea igual a 4. Sol. x? -+ y? + 4x — 6y — 3 == 0. 


29. Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos P(x, y) que equidisten de los puntos fijos 
(—3, 1) y (7, 5). Sol. 5x + 2y — 16 = 0. 


— 30. Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuyas distancias al punto fijo (3, 2) sean ` 
la mitad de sus distancias al (—1, 3). Sol. 3x? + 3y? — 26x — 10y + 42 = 0. 


- 31. Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos P(x, y) que equidisten del punto (2, 3) y de la 
recta x +2 =0. Sol. y? —8x— 6y +9 =0. 


32. Hallar la ecuación de la circunferencia de centro el punto (3, 5) y sea tangente a la recta y— 1 =0. 
Sol. x? + y? — 6x — l0y + 30 = 0. 


33. Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a los puntos fijos 
(c, 0) y (—c, 0) sea igual a 2a, (2a > 2c). Sol. (@— e)? + ay = al — ate?, 


34. Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya suma de distancias a los puntos 
fijos (2, 3) y (2, —3) sea ¡gua! a 8, Sol. 16x? + 7y? — 64x — 48 — 0. 


ECUACIONES Y LUGARES GEOMETRICOS 


Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a los pu 
fijos (3, 2) y (5, 2) sea igual a 6. Sol. Tx? — 9y? + l4x + 36y — 92 = 0. 


Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos cuya distancia a la recta y + 4 = 0 sea igual 
a los dos tercios de su distancia al punto (3, 2). Sol. 4x?— 5y? — 24x — 88y — 92 = Q. 


Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto fijo (—2, 2) sea tres 
veces su distancia a la recta x — 4 = 0. Sol. 8x? — y? — 76x + 4y + 136 = 0. 


Hallar la ecuación del lugar gcométrico de los puntos cuya suma de cuadrados de distancias a los 
ejes coordenados sea igual a 9, Sol. S + y? =9. 


Hallar la ccuación de la mediatriz del segmento determinado por los puntos de coordenadas (—3, 2) 
y (5, —4). Sol. 4x—3y=7. 


Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos que disten 3 unidades del origen de coorde- 
nadas. Sol. X +=. 


Hallar la ecuación de la circunferencia de centro (2, 3) y que pase por el punto (5, —1). 
Sol. x? 4+ y?—4v—6y — 12 0. 


Dados los puntos A(0, —2), B(0, 4) y C(0, 0), hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos 
P(x, y) de manera que el producto de las pendientes de PA y PB sea igual a la pendiente de PC. 
Sol. y—xy—2y—8=0. 


Hallar la ecuación del lugar geométrico del punto medio de un segmento de 12 unidades de longitud 
cuyos extremos se apoyan constantemente en los ejes coordenados. Sol. x? + y? = 36. 


Dados los puntos A(—2, 3) y B(3, 1), hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos P(x, y) 
de manera que la pendiente de PA sea el reciproco, con signo contrario, de la pendiente de PB, 
Sol. xX + y?—x—4y—3=0. 


CAPITULO 3 


La línea recta 


UNA LINEA RECTA, analíticamente, es una ecuación lineal o de primer grado en dos variables. 
Recíprocamente, la representación gráfica del lugar geométrico cuya ecuación sea de primer 
grado en dos variables es una recta. 


Una recta queda determinada completamente si se conocen dos condiciones, por ejem- 


plo, dos de sus puntos, un punto y su dirección (pendiente o coeficiente angular), etc. 


FORMAS DE LA ECUACION DE LA RECTA: 


a) 


b) 


c) 


d) 


e) 


N) 


PUNTO-PENDIENTE. La ecuación de la recta que pasa por el punto P,(xı, yı) y cuya 


pendiente sea m es 
Y— Y, = MX — X1). 


PENDIENTE-ORDENADA EN EL ORIGEN. La ecuación de la recta de pendiente m 
y que corta al eje y en el punto (0, b) —siendo b la ordenada en el origen— es 


y= mx +b. 
CARTESIANA., La ecuación de la recta que pasa por los puntos P,(x,, y1) y PAX, Y) es 
J= DIA <BR 


X—X Xi—X2 


REDUCIDA O ABSCISA Y ORDENADA EN EL ORIGEN. La ecuación de la recta 
que corta a los ejes coordenados x e y en los puntos (a, 0) —siendo a la abscisa en el 
origen— y (0, b) —siendo b la ordenada en el origen—, respectivamente, es 


Ir i 
id 


GENERAL. Una ecuación lineal o de primer grado en las variables x e y es de la for- 
ma Ax + By + C = 0, en donde A,B y C son constantes arbitrarias. La pendiente 


g A ; C 
de la recta escrita en esta forma es m = — F y su ordenada en el origen b = — 5 


NORMAL. Una recta también queda determinada si 
se conocen la longitud de la perpendicular a ella trazada 
desde el origen (0,0) y el ángulo que dicha perpendicu- 
lar forma con el eje x. 

Sea AB la recta y ON la perpendicular desde el ori- 
gen O a AB. 

La distancia p (parámetro) de O a AB se considera 
siempre positiva cualquiera que sea la posición de AB, 
es decir, para todos los valores del ángulo œ que la per- 
pendicular forma con el semieje x. positivo desde 0 
a 3600. i 

Sean (x,. y,) las coordenadas del punto C. 


En estas condiciones, x, = p cos w, y, = p sen «», y pendiente de AB = — 
cos w ; 
sen w ` 


tg (0 


= — COlgw = — 
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Llamando (x, y) otro punto cualquiera de AB, y — y, = — cotg w (x — x,), o bien, 


COS en 
y— p sen o = — - (x — p cos m). 
sen « (0 
Simplificando, x cos «+ y sen į — p = 0, que es la ecuación de la recta en forma normal. 


REDUCCION DE LA FORMA GENERAL A NORMAL. Sean Ax + Br + C=0 y x cos mo y 
sen w — p = Olas ecuaciones de una misma recta escritas en sus formas general y normal respec- 
tivamente; los coeficientes de ambas ecuaciones han de ser iguales o proporcionales. Por tanto, 


> Tu E = E = k, siendo k la constante de proporcionalidad. 

En estas condiciones, cos o = kA, sen œ = kB, —p = kC. Elevando al cuadrado y su- 
mando las dos primeras, cos? į + sen? = k?(4? + B?), o sea, 1 = k?(4A? -+ B?), de donde 
AS: AR 

E VATE B 
Teniendo en cuenta este valor de k, 
A B € 
ae par p ne E e 
Por consiguiente, la forma normal de Ax + By + C =0es 
A B C 
E BT? ARTE CR 


en la que se debe considerar el signo del radical el opuesto al de C. Si C = 0, el signo del 
radical se considerará igual al de B. 


DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA. Para hallar la 
distancia d de un punto (x,, yı) a una recta L, se traza la rec- 
ta L, paralela a L y que pase por (x,, yı). 

La ecuación de L es x cos» + ysenw— p = 0, y la 
ecuación de L, es xcos o + y sen «wm» —(p + d) = 0, ya que 
ambas rectas son paralelas. 

Las coordenadas de (x,, y,) satisfacen la ecuación de £,, 
xı Cos w + y, sen w — (p + d) = 0. Despejando la distancia d, 


d = x, cos w + y, sen w — p. 


En el caso de que (x,, y) y el origen estén a distinto lado de la recta £, la distancia d es 
“positiva; si estuvieran al mismo lado de L, d sería negativa. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


1. Deducir la ecuación de la recta que pasa por el punto P(x, y1) 
y cuya pendiente, o coeficiente angular, sea m. (Ver figura.) 
Sea P(x, y) otro punto cualquiera de la recta. 
La pendiente m de la recta que pasa por los puntos (x, y) 
y (xy, Jı) es 


S , O bien, y — y, = "n(x — Xy). 


2 Deducir la ecuación de la recta de pendiente m que corte al eje y 
en el punto (0, b). 
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Sea P(x, y) otro punto cualquiera de la recta. 


La pendiente m de la recta que pasa por (x, y) y (0, b)esm = 2 0 


. Por tanto, y = mx + b. 


Hallar la ecuación de la recta (a) que pasa por (—4, 3) y tenga de pendiente 3, (b) que pasa por (0, 5) 
y tenga de pendiente —2, (c) que pasa por (2, 0) y tenga de pendiente ¿. 


Sea P(x, y) otro punto genérico cualquiera de cada una de las rectas. 
Aplicando la fórmula y — y, = m(x — xı). 


a) y—3= Ux + 4), es decir, 2y — 6 = x + 4, o bien, x — 2y + 10 = 0. 
b) y —5=-—2Ax —0), es decir, y — 5 = 2x, o bien, 2x + y — 5 = 0. 


Esta ecuación también se puede obtener aplicando la fórmula y = mx + b. 
En esta forma, y = —2x + 5, es decir, 2x + y— 5 =0. 


Y 


c) y—0=HUx—2), o sea, 4y = 3x — 6, o bien, 3x — 4y — 6 = 0. 


Deducir la ecuación de la recta que pasa por los puntos (x,, y1) Y (Xz Y2). 
Sea (x, y) otro punto cualquiera de la recta que pasa por (xy y1) Y (Xa Y2). 
Pendiente de la recta que une (x, y) y (xı, yı) = pendiente de la recta que une (x,, Y1) y (Xz Yo). 


Por tanto, A Ta 


x— xı Xi — Xg 
Hallar la ecuación de la recta que pasa por los puntos (—2, —3) y (4, 2). 


Aplicando 224 = 272%, resulta 2 +43_ 3-2 


Xi X= M6 Ey Eå 


, O sea, Íx —6y —8 = 0. 


Deducir la ecuación de la recta cuyos puntos de intersección con los ejes son (a, 0) y (0, b). (a = abscisa 
en el origen, b = ordenada en el origen.) 


: = — A — 0— 
Sustituyendo en Y = L2 ge tiene 2% = Met o sea, bx + ay = ab. 
x— xX Xi — X x—a a—0 


Dividiendo bx + ay = ab por ab se tiene > -+ 5 =E 


Ha!lar la ecuación de la recta cuya abscisa y ordenada en el origen son 5 y —3, respectivamente. 


Aplicando - + des a 1, se tiene la ecuación ES + E es 1, o bien, 3x — 5y — 15 = 0. 


5 —3 


= 


Hallar la pendiente m y la ordenada en el origen b de la recta cuya ecuación es Ax + By + C=0, 
siendo A, B y C constantes arbitrarias. 


l A C A C 
Despejando y, y = — BF Comparando con y = mx +b, m = — P b= — E 
a ; ; Ç i 
Si B = 0 se tiene Ax + C = 0, o bien, x = — T recta paralela al eje y. 


Si A = 0 se tiene By + C = 0, o bien, y = — 3 recta paralela al eje x. 


É 
| 
| 
i 


orrie 
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9, Hallar la pendiente m y la ordenada en el origen b de la recta 2y + 53x = 7, 


Escribiendo la ecuación en la forma y = mx + b, y = — Luego su pendiente es 
—3)2 y su ordenada en el origen 7/2. 
Si se escribe en la forma Ax + By + C=0, es decir, 3x + 2y—7 =0, la pendiente 


A 3 , E —1 7 
sai Saa y la ordenada en el origen b = ze 5 > 


10. Demostrar que si las rectas Ax + By 4+-C=0 y 4A'x + By + C' = 0 son paralelas, 4,4 = B'B', 
y que si son perpendiculares, AA’ + BB" = 0. 


; A A' : A B 
i l A = e P KT —= TZ — — e y — e 
Si son paralelas, m = m', es decir B p o bien 7 7 
; A l : A B' s , : 
Si son perpendiculares, m = — E es decir, — a o bier, AA’ + BB" =0. 


11. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto (2, —3) y es paralela a la recta que une los pun- 
tos (4, 1) y (2, 2). 


Las rectas paralelas tienen la misma pendiente. 

Sea (x, y) otro punto cualquiera de la recta que pasa por (2, —3). 

Pendiente de la recta que pasa por (x, y) y (2, —3) = pendiente de la recta que pasa por (4, 1) 
y 1—3, 2). 


AHD 2 Tusi ; S z 
Por tanto, Cen Aaa Simplificando, x + 6y + 16 = 0. 


12. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto (—2, 3) y es perpendicular a la recta 2x — 3y 
+6=0. 


Si las rectas son perpendiculares, la pendiente de una de ellas es el recíproco con signo contrario 
de la pendiente de la otra. K 


La pendiente de 2x — 3y + 6 = 0, que está escrita en la forma general Ax + By + C =0, 


es — 5 = A luego la pendiente de la recta pedida es —- A 


3 
Sea (x, y) otro punto cualquiera de la recta que pasa por (—2, 3) y tiene de pendiente — 7 


Entonces, y— 3 = — z + 2). Simplificando, 3x + 2y = 0. 
13. Hallar la ecuación de la mediatriz del segmento determinado por los puntos (7, 4) y (—1, —2). 
El punto medio (Xp, Yo) del segmento tiene de coordenadas 
ATA. Pl E Jet Je _ 412, 
ai 2 5 =A, kme AE Zo 


2 
4 +2 
7+1 


3 4 
Pendiente del segmento = = in luego la pendiente de la recta pedida es igual a — 3: 


4 


Sea (x, y) otro punto cualquiera de la recta que pasa por (3. 1) y tiene de pendiente — 7 


Entonces, y— | = — o — 3). Simplificando, 4x + 3y— 15 = 0. 
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14. Hallar la ecuación de la recta que pasa por (2, —3) y tenga una inclinación de 60”. 
Sea (x, y) un punto genérico de la recta de pendiente m = tg 60° = y 3. 


Entonces, y +3 = v 3(x— 2). Simplificando, Y 3x—y—3-—2v3=0. 


Hallar el valor del parámetro k de forma que: 

a) 3kx + 5y + k — 2 =0 pase por el punto (—!, 4). 
b) 4x—ky— 7 = 0 tenga de pendiente 3; 

c) kx— y = 3k — 6 tenga de abscisa en el origen 5. 


15 


. 


a) Sustituyendo x = —1l, y= 4: 3Ik(—1) + S4) +k—2=0, 2k=18, k=09, 
b) Aplicando la forma Ax + By + C = 0, pendiente = — > = — Ln =3 k= >" 
; , 4 7 
O bien, reduciendo 4x — ky — 7 = 0 a la forma y = mx +b, y= g= 
y 4 4 
Por tanto, pendiente = p= Y 3k =4, k= 3: 
3k— 6 í 
c) Paray=0, x= ñ = 5. De aquí resulta 3k — 6 = 5k, k = —J. 


16. Hallar las ecuaciones de las rectas de pendiente — 3/4 que formen con los ejes coordenados un trián- 
gulo de área 24 unidades de superficie. 


; 3 s ; 
Una recta de pendiente — TI ordenada en el origen b viene dada por y = — : x+b. 


b. 


Para x = 0, y = b; para y = 0, x = > 


Arca del triángulo = 4 (producto de los catetos) = $ (b> `i b) = 5 b? = 24. 
De aquí se deduce que 2b? = 424), b? = 36, b= +6, y las ecuaciones pedidas son 
y ==] x 6, es decir, 3x + 4y —24=0 y 3x+4y 424 =0. 
17. Hallar e! lugar geométrico representado por las ecuaciones siguientes: 
a) x? + 8xy— 9y? = 0; 
b) x—4x—x+4=0. 


a) Como la ecuación se descompone en los factores (x — y) (x + 9y) = 0, el lugar que representa 
son las dos rectas x — y = 0, x + 9y = 0. 


b) Descomponiendo en factores, (x — 1) (x2? — 3x — 4) = (x — l) (x + 1) (x — 4) = 0. 
Por tanto, representa las tres rectas x — 1 = 0, x + I = 0, x— 4 = 0. 
18. Hallar el lugar geométrico de los puntos (x, y) que disten el doble de la recta x = 5 que de la 
recta y = 8. 


Distancia del punto (x, y) a la recta x = 5 = + 2[distancia de (x, y) a la recta y = 8], 
es decir, x — 5 = +2(y — 8). 


Por consiguiente, el lugar geométrico está constituido por el par de rectas 


x—?2y+11=0 y x+2y—2 =0, o sea, (x — 2y + 11) (x + 2y — 21) = 0. 
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19. Trazar las rectas AB para los valores de p y «» que se indican y escribir sus ecuaciones respectivas. 


A p=3, w = we = 30". c) p=4, w = 4n]3 = 240°. 
b) ze (1 = 21/13 = 120". d) p=35, w= Tlaj4 = 315". 


(a) (b) (c) (d) 


a) xcos 30° + y sen 30° — 5 = 0, es decir, ¿W3x + $y — 5 = 0, 0 bien, V3x+y—10=0. . 
b) xcos 120” + y sen 120° — 6 = 0, es decir, — bx + jW3y -6 = 0, o bien, x — V3y+12=0 
c) xcos 240” + y sen 240° — 4 = 0, es decir, — Jx — JW 3y — 4 = 0, o bien, x + V3y +8 =0, 


d) xcos 315° + y sen 315° — 5 = 0, es dei x— de y—5=0,0 bien, x— y — 5 v2? = 0 
v2 v2 


20. Reducir a forma normal las ecuaciones siguientes y hallar p y w. 
a) Vix+y—9=0, c) x+y+8=0, e) 4y—7=0. 
bi 3x—4y—6=0. d) 12x — 5y = 0. J} x+3S=0. 
C 


A B 
La forma normal de Ax + By 4- C = O es ————— x + —— y + — =0. 
id + VA? + B? IVA +4 VA? +B? 


a) A= V3, B= |, VÆ + B? = v3 + I = 2. Como C(= —9) es negativo, VA? + B? se toma 
con signo positivo. La ecuación en forma normal es 


v3 l 9 v3 | 9 , 
E dá ds y cosm = 37 sen (1 = 7’ p= h w = 30°. 


Como sen w y cos w son ambos positivos, w está en el primer cuadrante. 


b) A= 3, B = —4, VA? + B? = V9 + 16 = 5. La ecuación en forma normal es 


3 4 6 3 4 6 Hii 
> y cos = g E pz w = 306° $2". 


Como cos o es positivo y sen w es negativo, « está en el cuarto cuadrante. 
c) A=1,B= l, VA + B? = v2. Como C(= + 8) es positivo, el radical se toma con signo 
negativo. La ecuación en forma normal es 


i 
yv? 


l A == 
e —4y 2 = 0, COS w = SEN w = — ——, — 44/2, 0 = 225”, 
vz” A A? 
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Como cos «» y sen e» son negativos, « está en el tercer cuadrante. 


dy VA FB y 144 + 25 => 13. Como C = 0, el radical se toma con el mismo signo que 
B(= — 5), con lo cual, sen « será positivo y {e = 180%. La ecuación en forma normal es 
de t A 0 co s a 0 15723 
en $ = Sin = — se == = j sa 5 s 
e 13? A y Sm 13" en w ¡39 e 009 


Como cos « es negativo y sen «e es positivo, rm está en el segundo cuadrante. 


e) A=0,B=4, VA? + B? = 4, La ecuación en forma normal es 


4 7 ; 7 
rO q 0, es decir, y — a 0, y cosom=0, Sen = h p= + a = 90°. 


f) A= 1, B= 0, vA? + B? = I. La ecuación en forma normal es 


5 i 
a + i = 0, es decir, —x — 5 = 0, y cose» = —l, sen o = 0, p = 5, į = 180°. 


Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (4, —2) y distan 2 unidades del origen. 


La ecuación de las rectas que pasan por el punto (4, —2) es y +2 = m(x — 4), o bien, 
mx — y —(4m + 2) =0. 


mx—yýy— (dm +2) _ 


La forma normal de mx — y — (4m + 2) =0 es =—— = 0, 
+vm* + 1 
4m + 2 ; 
Luego, p = std = 2, o bien, (4m + 2)? = 4(m? + 1). Resolviendo, m = 0, — o 
+ YyVm +1 3 
Las ecuaciones pedidas son y +2=0,e y + 2 = — a (x— 4), o bien, 4x + 3y — 10 =0, 
Hallar la distancia d desde a) la recta 8x + 15y — 24 = 0 al punto (—2, —3). 
b) la recta 6x — 8y + 5 = 0 al punto (—1, 7). 
a) La forma normal de la ecuación es sa + 15% i = = 0, o bien, 8x + 15y — 24 =o. 
+ y8 + (15) 17 
d 
--2) + 15—3) — 24 — x ; 
d= 4) t ra ER = e = —5, Como d es negativo, el punto (—2, —3) y el ori- 
gen están al mismo lado de la recta, > 
b) La forma normal de la ecuación es Esc 8y T = 0, o bien, ls a ES =0 
—vV 6? + (—8)? —-10 
d= s= ZAR ` == = = 5,7, Como d es positivo, el punto (—1, 7) y el origen están 


a distinto lado de la recta. 


Hallar las ecuaciones de las bisectrices de los ángulos formados por las rectas 


(L) 3x +41 +8=0 A ao, 
y (La) Sx + 12y— 15 = 0. 


E 


Pan 


JN JA 


24. 


26. 


LA LINEA RECTA 


Sea P'(x', y”) un punto genérico de la bisectriz L4. 
Tendremos, 


3x — 4y 48 Sx' + 12y'— 15 
yy EA, y AAA 


Para todo punto de L, se verifica que d, y d, son 
iguales en valor absoluto. 

Los puntos P’ y el origen están al mismo lado 
de L, pero a distinto lado de L,. Luego d, es nega- 


tivo y d, positivo, y di = —d,. Asi, pues, el lugar 
geométrico de P’ viene definido 
3x — 4y +8 Sxe By —13 


—5 T 13 
Simplificando y suprimiendo las primas, la ecua- 
ción de L, es l4x — 112y + 179 = 0. 


Análogamente, sea P"(x”, y”) un punto ge- 
nérico de la bisectriz L4. Como P” y el origen están 
a distinto lado de L, y La, las distancias d} y dą son 
positivas y dy = d,. 


3x" — 4y" +8 se + 12y —I3 


Por tanto, el lugar de P” es EZ ÓN 


Simplificando y suprimiendo las primas, la ecuación de L, es 64x + 8y + 29 = 0. 
Obsérvese que La y L, son rectas perpendiculares y que la pendiente de una de ellas es el reci- 


proco con signo contrario de la pendiente de la otra. 


Hallar las ecuaciones de las paralelas a la recta 12x — 5y — ¡5 = 0 que disten de ella 4 unidades. 


; : , 12x'— Sy' — 
Sea P'(x”, y”) un punto genérico cualquiera de la recta pedida. Entonces, A TA 


Simplificando y suprimiendo las primas, las ecuaciones pedidas son 
12x — 5y — 67 =0 y 12x—Sy+37 =0, 


a 5 unidades. 
8(2) + 153) + k 


de XA 8 Resolviendo, k = —146, 24. 


NN 


Hallar el punto de intersección de las bisectrices de los 
angulos interiores del triángulo de lados 


(Ly 7x—y +11 0, 

(La) vr + y— 15 =0, 

(La) 7x + 17y +65 = 0. 

El punto de intersección (h, k) es el centro de la 


circunferencia inscrita al triángulo. 
Por tanto. la distancia 


Th—k g! 
de (h. k) a Li es di = E EN 
—wvV 50 
ji d hez 
de (h, k) a L, es d, = Lre 
v2 
7h + 17k + 65 


de (h, k) a L, es d} = —— 
Aa —vV338 


Y4 


. Hallar el valor de k para que la distancia d de la recta 8x + 15y + k = 0 al punto (2, 3) sea igual 
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Estas distancias son todas negativas ya que el punto y el origen están al mismo lado de cada 
recta. Luego d, = d, = da. 


7h—k +11 h+k—15 ERN 
Como d, = d; —_— = ——_—_—., Simplificando, 3h + k = 16. 
1 2 52 v2 p 
Gaoi ERA, RAPE ia, Ka 
—5y2 —13y2 


Resolviendo el sistema formado por 3h + k = 16 y 4h —7k = 13 se obtiene, h=5, k = 1. 


27. Dado el triángulo de vértices A(—2, 1), B(5, 4), CQ, —3), hallar 


la longitud de la altura correspondiente al vértice Æ y el área del 


mismo. 
y OD ES r F Ze 
Ecuación de BC: a Bea , O bien, 7x — 3y — 23 = 0. 
Distancia de BC a A = Kimei. mi L = man i E 
v49 +9 v58 
Longitud de BC = v (5 — 2} + (4 + 3) = v58. 
40 
Area del triángulo = 4 (vs . i) = 20 unidades de super- 
ficie. 


HAZ DE RECTAS. 


28. Hallar la ecuación del haz de rectas 


f) 


de pendiente —4, 

que pasa por el punto (4, 1), 
de ordenada en el origen 7, 
de abscisa en el origen 5, 


cuya suma de coordenadas en el origen sea 8, 


cuya ordenada en el origen sea el doble que la abscisa en el origen, 


que una de las coordenadas en el origen sea el doble de la otra. 


Llamemos k, en cada caso, la constante arbitraria o parámetro del haz. 


Sea k = ordenada en el origen del haz de rectas cuya pendiente es —4. 


De la expresión y = mx + b se obtiene la ecuación pedida, y = —4x + k, o bien, 4x + y—k=0. 


Sea k = pendiente del haz de rectas que pasa por el punto (4, 1). 
Sustituyendo en y — y, = m(x — xy), la ecuación pedida es 


y— l = k(x — 4), o bien, kx — y + |l — 4k = 0. 


Sea k = pendiente del haz de rectas cuya ordenada en el origen es 7. 
De y = mx + b se obtiene la ecuación, y = kx + 7, o bien, kx— y +7 = 0. 


Sea k = pendiente del haz de rectas cuya abscisa en el origen es 5. 
De y — y, = m(x — xy) se obtiene la ecuación, y — 0 = k(x — 5), o bien, kx — y — Sk = 0, 
Sea k = abscisa en el origen del haz de rectas. Entonces, (8 — k) = ordenada en el origen de 
dicho haz. 

y 


x y , š xX 
De“244= — + = 
> b l se obtiene la ecuación, k 3 % 


1, o bien. (8 — k)x + ky — 8k + k?= 0. 


Sea k = ordenada en el origen. Entonces, łk = abscisa en el origen. 


De A + Lo l se obtiene la ecuación, EE — 2a 1, o bien, 2x + y —k =0. 
a b $k k 


29. 


31. 
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3 ordenada en el origen i 3 ; 
g) Pendiente de una recta = — - - ien. Cuando la abscisa en el origen sea igual 
abscisa en el origen 
a (+) el doble de la ordenada en el origen, la pendiente es F4}; cuando la ordenada en el origen sea 
numéricamente igual al doble de abscisa en el origen, la pendiente de la recta es +2. Sea k = orde- 
nada en el origen. De y = mx + b, las ecuaciones del haz de rectas pedido son y = +)x + k 


ey= 42x +k. 


Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto (—2, —4) y cuyas coordenadas en el origen 
suman 3. 
La ecuación del haz de rectas que pasa por el punto (—2, —4) es y + 4 = m(x + 2). 
4 —2m 


Para x = 0, y = 2m — 4; para y = 0, x = > 


4 — 2m 


La suma de las coordenadas en el origen es 3. Luego, 2m — 4 + —— = 3, 
m 


Simplificando, 2m? — 9m +4 = 0. Resolviendo, (2m — 1) (m — 4) = 0, m = 1, 4. 


Sustituyendo estos valores de m en y + 4 = m(x + 2), las ecuaciones pedidas son, y +4 
= (x +2) e y 44 = 4x +2), o sea, x— 2y — 6 = 0 y 4x—y +4=0. 


. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto de intersección de las rectas 3x — 2y + 10 = 0 


y 4x + 3y — 7 = 0 y por el punto (2, 1). 


3x — 2y + 10 +k(4 x + 3y —7) = 0 es la ecuación del haz de rectas que pasan por el punto 
de intersección de las dos dadas. 
Como la recta pedida ha de pasar también por el punto (2, 1), 3-2—2-1 +10 + k(4-2 


+3-1—7)=0. 


Despejando k de esta ecuación resulta k = —7/2. La recta pedida es 


7 
3x— 2y + 10— zA + 3y — 7) = 0, o bien, 22x + 25y — 69 = 0. 


Hallar la ecuación de la perpendicular a la recta 4x + y — 1 = 0 que pase por el punto de inter- 
sección de 2x — Sy + 3 = 0 y x— 3y — 7 =0. 


La pendiente de la recta 4x + y— l| = 0 es —4. Luego la pendiente de la recta pedida es 4. 
La ecuación del haz de rectas que pasa por el punto de intersección de 2x — 5y +3 = 0 
y x— 3y—7=0es 


2x — 5y + 3 + klx — 3y — 7) = 0, 0 bien, (2 + k)x — (5 + 3k)y + (3—7k) =0. (D) 


; 2 +k 4 ; 
La pendiente de cada una de las rectas del haz es 5 si 5 y la pendiente de la recta pedida es j. 


2+k | 
Por tanto, e F de donde, k = —3. 
Sustituyendo este valor de k = —3 en (1) resulta la ecuación pedida, x — 4y — 24 = 0. 


PROBLEMAS PROPUESTOS 


. Hallar las ecuaciones de las rectas que satisfacen las condiciones siguientes: 


a) Pasa por (0, 2), m = 3. Sol. y—3x—2 =Q. 
b) Pasa por (0, —3), m = —2. Sol. y+2x+3=0. 
c) Pasa por (0, 4), m = 1/3. Sol. x— 3y +12 =0. 
d) Pasa por (0, —1), m = 0. Sol. y+1=0. 


e) Pasa por (0, 3), m = —4/3. Sol. 4x + 3y —9 = 0. 
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Hallar la ecuación de las rectas que pasan por los puntos: 


a) (2, —3) y (4, 2). Sol. Sx—2y—16 =0. 

b). (24, 1) y (3, —S). Sol. 6x+7y +17 =0. 

c) (7,0) y (0, 4). Sol. 4x + 7y—28 =0 P 
d) (0,0) y (5, —3). Sol. 3x + 5y = 

e) (5, —3) y (5, 2). Sol. x—5=0. 

f) (3,2) y (3, 2). Sol. y—2=0. 


. En el triángulo de vértices A(—S, 6), B(—1, —4) y C(3, 2), hallar, 


a) las ecuaciones de sus medianas, 
Sol. Tx +6y—1=0, .x+1=0, x—6y+9= 0. 
b) el punto de intersección de las mismas. Sol. (1, 4/3). 


a) Hallar las ecuaciones de las alturas del triángulo del Problema 3. 
Sol. 2x +3y-8=0, 2x—y—2=0, 2x—5y-+4=0, 


b) Hallar el punto de intersección de dichas alturas. Sol. (7 z) 


a) Hallar las ecuaciones de las mediatrices del triángulo del Problema 3. 
Sol. 2x—5Sy+11=0, 2x—y+6=0, 2x+3y+1=0, 
b) Hallar el punto de intersección de dichas mediatrices. 
Sol. (—-19/8, 5/4). Este es el centro de la circunferencia circunscrita al triángulo. 


Demostrar que los puntos de intersección de las medianas, de las alturas y de las mediatrices de los 
lados del triángulo del Problema 3, están en línca recta. Sol. 2x— 33y + 46 = 0. 


. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto (2, 3) y cuya abscisa en el origen es el doble 


que la ordenada en el origen. Sol. x +2y—8=0. 


. Hallar el valor del parametro K en la ecuación 2x + 3y + K = 0 de forma que dicha recta forme 


con los ejes coordenados un triángulo de área 27 unidades de superficie. Sol. K = +18. 


. Hallar el valor del parámetro K para que la recta de ecuación 2x + 3Ky— 13 = 0 pase por el punto 


(2,4). Sol, K = 17/12. 


Hallar el valor de K para que la recta de ecuación 3x — Ky — 8 = 0 forme un ángulo de 45” con 
la recta 2x + 5y — 17 = 0. Sol. K=7—9/7. 


. Hallar un punto de la recta 3x + y + 4 — 0 que equidista de los puntos (—5, 6) y (3, 2). 


Sol. (2, 2). 


Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (1, —6) y cuyo producto de coordenadas 
en el origen es 1. Sol. Ix+y—3=0, 4x+y+2=0. 


Hallar la ecuación de la recta de abscisa en el origen —3/7 y que es perpendicular a la recta 3x + 4y 
— 10 =0. Sol. 28x—2ly + 12 =0. 


Hallar la ecuación de la perpendicular a la recta 2x + 7y— 3 = 0 en su punto de intersección con 
3x— 2y +8=0. Sol. T1x—2y + 16 = 0. 


Trazar las rectas siguientes para los valores de p y «y que se indican, escribiendo sus ecuaciones. 
a p=6, o= 30. Sol. V3x+y—12=0. 
b) p=vW2, w=x)4, Sol. x+y—2=0. 
a p=3, 213, Sol. x= V3y +6=0, 
d) p=4, w= Tajå. Sol. x—y—4vY2=0. 
e) p=3, m=0", Sol. x—3=0. 
Dp p=4, 3x2 Sol. y +4=0. 
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Escribir las ecuaciones de las rectas siguientes en forma normal. Hallar p y œ. 


x 3 6 3v ; 
a) x— 3y +6 = 0. Sol. — —-- = y= =0, = —, w= 10826". 
yO vió? vi a 
/ : 
b) 2x +3y— 10 =0. Sol. -— a x+- A y po ag, y si wm = 567 19 
vi vl v13 13 
3 4 í 
c) 3x+4y—5=0. Sol. E a p= h w = 5978 
5 12 es 
dì) S5x + 12y = 0. Sol. 13 * + 13 y=0. p=0, w= 6/23. 
) x+y—v2=0. Sol “+ =—1l=0. p=1, w=Ra/4 
v2 v2 


. Hallar las ecuaciones y el punto de intersección de las bisectrices de los ángulos interiores del trián- 
gulo formado por las rectas 4x — 3y—65 = 0, 7x — 24y + 55 = 0 y 3x + 4y—5=0, 
Sol. 9x -—— 13y — 90 = 0, 2x + lly — 20 = 0, 7x + y— 70 = 0. Punto (10, 0). 


. Hallar las ecuaciones y el punto de intersección de las bisectrices de los ángulos interiores del trián- 
gulo cuyos lados son las rectas 7x + 6y — 11 = 0, 9x — 2y +7 =0 y 6x —7y — 16 =0. 
Sol. x + 13y + 5 = 0. 5x —3y—3 = 0, 4x + y —1 = 0. Punto (6/17, —7/17). 


. Hallar las ecuaciones y el punto de intersección de las bisectrices de los ángulos interiores del trián- 
gulo cuyos lados son las rectas y = 0, 3x — 4y = 0 y 4x + 3y — 50 =0, 
Sol. x— 3y = 0, 2x + 4y — 25 = 0, 7x — y — 50 = 0. Punto (15/2, 5/2). 


. Hallar el punto de intersección de las bisectrices de los ángulos interiores del triángulo de vértices 
(1, 3), (3, 6) y (31/5, 0). Sol. (17/7, 24/7). 


. Hallar las coordenadas del centro y el radio de la circunferencia inscrita en el triángulo cuyos lados 
son las rectas 15x — 8y + 25 == 0, 3x — 4y — 10 = 0 y 5x + 12y — 30 = 0. 
| Sol. (4/7, 1/4). Radio = 13/7. 


22. Hallar el valor de K de forma que la distancia de la recta y + 5 = K(x — 3) al origen sea 3. a 
Sol. K = —8/15, no. 


23. Hallar el lugar geométrico de los puntos que distan de la recta Sx + 12y — 20 = 0 tres veces más 
que de la recta 4x — 3y + 12 = 0. Sol. 18lx— 57y + 368 = 0, 131x — 177y + 568 = 0. 


| 24. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuyo cuadrado de su distancia al (3, —2) sea igual a su dis- 
j tancia a la recta 5x — 12y — 13 = 0: 
Sol. 13x? + 13y? — 73x + 40y + 156 =0, 13x? + 13y? — 83x + 64y + 182 = 0. 


25. Hallar dos puntos de la recta 5x — 12y + 15 = 0 cuya distancia a 3x + 4y — 12 = 0 sea 3, 
33 45 12 15 
sa PA 


26. Hallar las ecuaciones de las paralelas a la recta 8x — 15y + 34 = 0 que distan 3 unidades del punto 
(—2, 3). Sol. 8x— 15y+ 112 =0, 8x — 15y + 10 = 0. 


27. Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidistan de la recta 3x — 4y — 2 =0 y del punto 
(—1, 2). Sol. 16x* + 24xy + 9y? + 62x — 116y + 121 =0. 
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28. 


29. 


31. 


LA LINEA RECTA 


Hallar el área y la longitud de la altura trazada desde A al lado BC de los triángulos cuyos vértices son: E 


a) A(—3, 3), B(S, 5), C(2, —4). Sol. Ahura = B área = 33 unidades de superficie. a 
66vá1 d 
b) 4A(5, 6), BO, —4), C(—4, 0). Sol. Altura = a área = 33 unidades de superficie. 
1245, . y 
c) A(—1, 4), B(1, —4), C(S, 4). Sol. Altura = EE área = 24 unidades de superficie, + 
d) A(0, 4), B(S, 1), C(1, —3). Sol. Altura = 4v2, área = 16 unidades de superficie. 


Hallar el valor de K en las ecuaciones de las rectas siguientes de forma que se verifique la condición | 
que se indica. : i 
a) (2 + K)x—(3— K)y + 4K + 14 = 0, pase por el punto (2, 3). Sol. K= —1. 
b) Kx +(3— K)y + 7 = 0, la pendiente de la recta sea 7. Sol. K=71/2. A 
c) 5x—12y+3+K=0, la distancia de esta recta al punto (—3, 2) sea, en valor absoluto, + 
igual a 4. Sol. K=—16, K = 88. 3 


. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto de intersección de las rectas 3x — 5y +9 = 0 


y 4x + 7y — 28 = 0 y cumple la condición siguiente: 

a) Pasa por el punto (—3, —5). Sol. 13x—8y—1=0,. 

b) Pasa por el punto (4, 2). Sol. 38x + 87y — 326 = 0. 

c) Es paralela a la recta 2x + 3y — 5 = 0. Sol. 82x + 123y — 514 = 0. 

d) Es perpendicular a la recta 4x + 5y — 20 = 0. Sol. 205x — 164y + 95 = 0. 
= 0, 


e) Iguales coordenadas en el origen. Sol. 4ix + 4ly — 197 120x — 77y = 0. 


Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto de intersección de las rectas x— 3y +1=0 
y 2x + 5y — 9 = 0 y cuya distancia al origen es (a) 2, (b) v5. 
Sol. (a) x—2=0, 3x+4y—10=0; (b) 2x+y—5=0. 


CAPITULO 4 


La circunferencia 


UNA CIRCUNFERENCIA, analiticamente, es una ecuación de segundo grado con dos varia- 
bles. Ahora bien, no toda ecuación de este tipo representa siempre una circunferencia; solo 
J en determinadas condiciones es cierto. 
| Una circunferencia queda completamente determinada si se conocen su centro y su radio. 
"LA ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA de centro (h, k) y radio r es 
a AA A I r 
3 Si el centro es el origen de coordenadas, la ecuación toma la forma x? + y? = r?, 
Toda circunferencia se puede expresar por medio de una ecuación del tipo 
*+y3+4Dx+ Ey + F=0, 
` Si escribimos esta ecuación en la forma 
*4+Dx+yY4+Ey+F=0 


y sumamos y restamos los términos que se indican para completar cuadrados, se tiene, 


D? E? D? E? 
LG u r e T A 
a po 
o bien k+: 2) + +3) -= E 
5 D 
El centro es el punto (— T Pe 4F. ` 


Si D? + E? — 4F > 0, la circunferencia es real. 
Si D? + E? — 4F < 0, la circunferencia es imaginaria. 


y ; ; D E 
Si D? + E? — 4F = 0, el radio es cero y la ecuación representa al punto (> NI 3) 


PROBLEMAS RESUELTOS 


“Hallar la ecuación de la circunferencia de centro (22, 3) y radio 4. 

Ax FLA 3? = 16, o bien, x? + y? + 4x — 6y =3. 

“Hállar las coordenadas del centro y el radio de la circunferencia x? + y? — 3x + 5y— 14 = 0 
a) sumando y restando los términos adecuados para completar cuadrados, b) aplicando la fórmula 
A general. . > 


2 5 \2 90 
0) aa 144 Losa, Ba +(p+3) q 


Luego el centro es el punto (3, - 4) y el radio r = a 
A t i O EEEN E DI 3 0 
b) T N ==] yr= įv FEAE = VIF graai, 
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LA CIRCUNFERENCIA 


Hallar el valor de k para que la ecuación 12 + y? — 8x $ 10y + k = 0 represente una circunferencia 
de radio 7. 


Como r = V/D? + E?— 4F, resulta 7 = 14/64 + 100 — 4k. Elevando al cuadrado y resol- 
viendo, k = —8. ` 
Hallar la ecuación de la circunferencia de centro (5, —2) y que pase por el punto (—1, 5). 

El radio de la circunferencia es r — v{5 + 1% + (—-2—5? = Y 36 + 49 = v85. 

Luego (x — 5) + (y + 2)? = 85, o bien, x? + y? — 10x + 4y = 56. 
Hallar la ecuación de la circunferencia de manera que uno de sus diámetros sea el segmento que une 


los puntos (5, —1) y (—3, 7). 


So 
Las coordenadas del centro son h = — = li Bs LE y 


El radio es r = v(5 — 19 + (1 3% = v16 116 -4y2. 
Luego (x — 1} + (y — 3) 32,0 bien, x? + y? — 2x — 6y = 22. 
Hallar la ecuación de la circunferencia que pase por el punto 
(0, 0), tenga de radio r = 13 y la abscisa de su centro sea — 12. 
Como la circunferencia pasa por el origen. 


h? + k? = r?, o 144 + k? = 169 


Resolviendo; k? = 169 — 144 = 25, k= 45, 
Luego, (x + 12) + (y — 5} = 169 
y (x + 12% + (y + 5} = 169, 
Desarrollando, x? + y? + 24x —10y -0 i 
y x? +3 + 24x + 10y = 0. 


Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos 


Cada una de las expresiones 
tx— hP +y k= r 


O bien, 2434 Dx 4 Ey 4 F=0 


contiene tres constantes indeterminadas con lo que serán nece- 
sarias tres condiciones para determinarlas. Como la circunferen- 
cia debe pasar por los tres puntos dados, se pueden hallar los 
coeficientes sustituyendo las coordenadas de los puntos en lugar $ 
de x e y resolviendo, a continuación. las tres ecuaciones lineales a 
en D, E y F. Estas ecuaciones son 


25+9+5D4 3£ 4 F=0, 
36 +4 46D + 2E +F 0, 
9+1+3D— E+F=0 


Resolviendo el sistema se obtiene, D = —8, E = —2 y F = 12. i 
Sustituyendo estos valores de D, E y F, resulta la ecuación de la circunferencia x? + y? — 8x — 2y 
EM =0. 
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8. Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos 
(2, 3) y (—1, 1) y cuyo centro está situado en la recta x — 3y 


==] si 
Sean (A, k) las coordenadas del centro de la circunferen- 
cia. Como (A, k) debe equidistar de los puntos (2, 3) y (—1, 1), 
vih — 29? 4 (k — 39 = vh + b (k — 19, 
Elevando al cuadrado y simplificando, 6h + 4k = Il: 


Como el centro debe estar sobre la recta x — 3y — 11 = 0 
se tiene, A — 3k = 11. 


Despejando los valores de h y k de estas ecuaciones se 


7 5 
deduce. h = > k=— T 
Por t 8 +1] i a 0. Lv 130 
to,r= [5 + — 5 — l} = ¿v130, 
or tanto, r (PEDES 2 ) DE 
; 2 2 3 ; 
La ecuación pedida es (+ =- : ) -+ 6 A E = A o bien, x? + y? — 7x + Sy— 14 = 0. 
9. Hallar la ecuación de la circunferencia inscrita en el triángulo Y4 


cuyos lados son las rectas L,: 2x,— 3y 421 = 0, 
bn ix—2> 6=0 | 
Ls: 2x +3y + 9=0. 


Como el centro de la circunferencia es el punto de inter- 
sección de las bisectrices de los ángulos interiores del triángulo 
será necesario hallar, previamente, las ecuaciones de dichas bi- 
sectrices. Sean (h, k) las coordenadas del centro. Para determinar 
la bisectriz (1) (ver Figura): 

i lb 5 Las e o bien, h—k +3 =0, 
—vV 13 v 13 


Para la bisectriz (2): 


| AER MAA a 18 8 0, 
— 413 —v 13 


E E - e. A 
v13 v13 
| Sustituyendo en (x — AY? + (y — k} = r? (x 4 1)? +(y— 2} = 13, o sea, x? + y? + 2x — 4y=8. 


| Luego, k =2,h=—l, yr = 


10, Hallar la ecuación de la circunferencia circunscrita al triángulo 
cuyos lados son las rectas x + y-=8, 
2x4 y= l4, 
3x+y = 22, 


Resolviendo estas ecuaciones tomadas dos a dos, se obtie- 
nen las coordenadas de los vértices (6, 2), (7, 1) y (8, —2). 
Sustituyendo estas coordenadas en la ecuación general de la 
circunferencia, x? + y? + Dx + Ey + F = 0, resulta el sistema 
siguiente: 6D + 2E + F = —40, 
7D + E+ F= —50, 
8D — 2E + F = —68. 
cuya solución proporciona los valores D = —6, E = 4 y F = —12. 
Por sustitución se deduce la ecuación pedida, x? + y? — 6x 
+4y— 12 =0. 
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11. 


- 12, 


13. 


14. 


LA CIRCUNFERENCIA 


Hallar la ecuación de la circunferencia de centro el punto (—4, 2) y que sea tangente a la recta 
3x + 4y— 16 =0, 


El radio se puede determinar calculando la distancia del punto (—4, 2) a la recta. 
(4) + 4(2) — 16 | 
( a s|- E || 


5 o sea 4. 


La ecuación pedida es (x + 4P} + (y — 2? = 16, o x? + y? + 8x —4y +4 =0, 


Hallar la ecuación de la circunferencia que pase por el 
punto (—2, 1) y sea tangente a la recta 3x — 2y — 6 = 0 en 
el punto (4, 3). 


Como la circunferencia debe pasar por los dos puntos 
(22, 1) y (4, 3), su centro estará situado sobre la mediatriz 
del segmento que determinan. Por otra parte, también debe 
pertenecer a la perpendicular a la recta 3x — 2y — 6 = 0 
en el punto (4, 3). 


La ecuación de la mediatriz del segmento es 3x + y 
—5=0. 

La ecuación de la perpendicular a la recta 3x — 2y 
— 6 =0 en el punto (4, 3) es 2x + 3y — 17 =0. 


Resolviendo el sistema formado por ambas ecuaciones, 2x + 3y — 17 = 0 y 3x + y—5=0 


; 2 41 CN A 10 y 
se obtiene, x = — a =g Por tanto, r = Vls eS 7) + 6 Z S) =$ v 13. 


La ecuación pedida es (+ = 5) E b- 41 \2 _ 1.300 


anpa i 2 2 a = 
> 49 , O bien, 7x? + 7y? + 4x — 82y +55 =0. 


Hallar el lugar geométrico de los vértices del ángulo recto de los triángulos cuyas hipotenusas son 
el segmento que determinan los puntos (0, b) y (a, b). 


Sea (x, y) el vértice del ángulo recto. Entonces, como los dos catetos son perpendiculares, la 
pendiente de uno de ellos debe ser el recíproco con signo contrario de la pendiente del otro, es decir, 


yb 7 l R x—a 
E 
x—a 
Simplificando, (y — b)? = — x(x — a), o sea, x? + y? — ax — 2by + b? = O (una circunferencia). 


Hallar la longitud de la tangente desde el punto Py(x,, yı) a la 
circunferencia (x — AY? + (y — k? = r°. 


R=(P,CR—r, 
o bien 1? = (x, — h} + (y, — kP —r?, 


de donde / = V (x, — h} +0, — kP =r. 


En consecuencia, la longitud de la tangente trazada desde 
un punto cualquiera exterior a una circunferencia es igual a la 
raiz cuadrada del valor que se obtiene al sustituir las coordena- 
das del punto en la ecuación de la misma. 
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15. Definición. Se llama eje radical de dos circunferencias al lugar geométrico de los puntos desde los 
cuales las tangentes a ellas son de igual longitud. 
Deducir la ecuación del eje radical de las circunferencias, 


+? +dx+ey+/f=0 
y L+ 4 dex + ey +f = 0. 


Sea P'(x”, y”) un punto genérico cualquiera del eje radical pedido. 


Tendremos | = Vx? + yt + de Hey + y h= vx? t y? + dax + ey + fo. 


Como h=l, vx? +y? + dx +ey +h =VX? +y + dx + ey + fe 


Elevando al cuadrado, simplificando y suprimiendo las primas, (d, — da)x + (e, — epy +4 — f 
= 0, que es la ecuación de una recta. 


a 16. Hallar la ecuación de la familia de circunferencias que pasan por los puntos de intersección de dos 

A dadas. 

4 Sean x? + y? +dix Hey +f = 0 y xX +y + dx + ey +£f2 = 0, dos circunferencias se- 
cantes. 

La ecuación x? + y? + dix + ey +4 + K(x? + y? + dax + ey + f2) = 0 representa a dicha 
familia, ya que las coordenadas de los puntos de intersección satisfacen a las ecuaciones de dichas 
circunferencias. 

Para todos los valores de K, excepto para K = —1, se obtiene una circunferencia. Para K = —1, 
la ecuación se reduce a una recta, que es la cuerda común de dichas circunferencias. 

17, Hallar las ecuaciones de las circunferencias que pasen por 


los puntos A(l, 2), B(3, 4) y sean tangentes a la recta 
Ix+y—3=0 


Para hallar las coordenadas del centro, C(h, k), se 
tienen en cuenta las igualdades CA = CB y CA = CN, es 
decir, 

(h— 1? + (k — 2? = (h — 3) + (k — 4}? 
k— 2 
(h— 1} + (k — 2} = a 
v10 


Desarrollando y simplificando se obtiene, 


h+k=5 
k? + 9k? — 6hk — 2h — 34k + 4i = 0. 


Resolviendo este sistema de ecuaciones resultan 4 = 4, k = 1 y h = 3/2, k = 7/2. 
3h +k—3 i24 1-3 re 9/2 +7/2—3 v10 
Der = ————— se deduce r = ——__— = V10 y r=-— == ` 
v10 v10 v10 2 


Teniendo en cuenta (x — A)? + (y — k}? = r?, tendremos 


3Y 7y 10 
(— 4? +y — IP= l0 y (+3) +p-3) 


Desarrollando estas ecuaciones, resulta x? + y? —8x—2y+7=0 y 144 y? — 3x— 7) 
+ 12=0. 


A 218. Hallar la ecuación de la circunferencia de radio 5 que sea tangente a la recta 3x 4 4y—16=0en 
el punto (4, 1). 
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Sean (A, k) las coordenadas del centro. 
3h + 4k — 16 
5 

Por otra parte, (A— 4) + (k — 1)? = 25, es decir, A? + k? — 8h — 2k = 8. 
Resolviendo este sistema de ecuaciones se obtienen las dos soluciones (7, 5) y (1, —3). 


Entonces = +5, o bien, 34 + 4k — 16 = +25. 


Las ecuaciones de las dos circunferencias resvectivas son (x — 7? + (y — 5} = 25, y (x— 1) 
+ (y + 39 = 25. 


~ 19. Hallar las ecuaciones de las dos circunferencias tangentes a las 
rectas 3x — 4y + 1 = 0 y 4x + 3y— 7 = 0 y que pasan por 
el punto (2, 3). 


A 


Sea (h, k) las coordenadas del centro. Entonces, 


—5 5 
Por otra parte, como r = AA 
(h— 2} + (k y- (25A 


o bien, 164? + 9k? — 106h — 142k + 24hk + 324 = 0. (b) 


Resolviendo el sistema de ecuaciones (a) y (b) se obtienen, 
para las coordenadas de los dos centros, los puntos (2, 8) 
y (6/5, 12/5). 


3h— ák +1  6—32+1 


Para la circunferencia de centro (2, 8), r = z =5 


= 5 y la ecuación de 


la misma es (x — 2} + (y — 8)? = 25. 


6 12 sa ; ; 6 \2 12 y? 
Para la de centro E ,r= l, y la ecuación de la circunferencia es |x — 5 + [y— 5 =k; 
20. Hallar la ecuación de la circunferencia tangente a las rectas 
x+y+4=0 y 7x—y+4=0 y que tenga su centro en 
la recta 4x + 3y — 2 =0. 
Sean (A, k) las coordenadas del centro. Entonces, 


h+k+4 SE Th—=k +4 
v2 o S 
o bien, h—3k—8=0 y 3h+k+6=0, 


que son las ecuaciones de las bisectrices de los ángulos formados 
por las dos rectas dadas. Como el centro ha de pertenecer a la 
. recta 4x + 3y — 2 = 0 se verificará, 4h + 3k — 2 = 0. De esta 
ecuación, y de h— 3k — 8 = 0, se obtienen h = 2 y k = —2. 


Por tanto, r = 2244 
+ (y + 2) =8. v2 


Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones 4h + 3k —2 = 0 y 3h +k +6 =Q re- 
sulta, h = —4, k = 6 y r = 342. 


Por tanto, la ecuación de la circunferencia es (x + 4) + (y — 6} = 18. 


= 212, con lo que la ecuación de la circunferencia es (x — 2)? 


21. Hallar el lugar geométrico de los puntos (x', y”) cuya suma de los cuadrados de sus distancias a las 
rectas 5x + 12y — 4 = 0 y 12x — 5y + 10 = 0 sea igual a 5. 
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Sa" + 12y" —4 


La distancia del punto (x”, y") a la recta 5x + 12y — 4 =0 es ide la recta 
12x — Sy + 10=0€s a E > Luego, A ==), t p=" , = $5. 


Simplificando y suprimiendo las primas, se obtiene 169x? + 169x? + 200x — 196y = 729, una 
circunferencia. . 


2 


Hallar el lugar geométrico de los puntos (x, y) cuya suma de los cuadrados de sus distancias a los 
puntos fijos (2, 3) y (—1, —2) sea igual a 34. 


(x— 2} + (y — 3? +(x + 1 + (y + 2)? = 34. Simplificando, se obtiene, x? + y?— x— y = 8, 
una circunferencia. 


y 


Hallar el lugar geométrico de los puntos (x, y) cuya relación de distancias a los puntos fijos (—1, 3) 
y (3, —2) sea igual a ajb. 


Na 2 E 
y od a l Elevando al cuadrado y simplificando, se obtiene, (b? — a?)x? 


Va—3IP+0+2Y b 


+ (b? — a?)y? + AN + 3a%)x — U3b? + 2a?)y = 13a? — 106?, una circunferencia. 


24. Hallar el lugar geométrico de los puntos (x, y) cuyo cuadrado de la distancia al punto fijo (—5, 2) 
sea igual a su distancia a la recta 5x + 12y — 26 = 0. 


AS Desarrollando y simplificando, 


1312 + 13y2 + 125x — 64y 4403 =0 y 13x? + 13y? + 135x —40y + 351 = 0, circunferencias. 


x+ +O ( 


25. Hallar la ecuación de la circunferencia concéntrica a la circunferencia x? + y? — 4x + 6y —17=0 
que sea tangente a la recta 3x — 4y +7 = 0. 


El centro de la circunferencia dada es (2, —3). El radio de la circunferencia pedida es la distancia 


d ; 6412 +7 
del punto (2, —3) a la recta 3x — 4y + 7 = 0, es decir, r = —— 5 13 5. 


Luego la circunferencia pedida tiene de ecuación (x — 2)? + (y + 3) = 25. 


Hallar las ecuaciones de las circunferencias de radio 15 que sean tangentes a la circunferencia 
x? + y? = 100 en el punto (6, —8). 


El centro de estas circunferencias debe estar sobre la recta que une los puntos (0, 0) y (6, —8), 


4 
cuya ecuación es y = — 7% 
4 
Llamando (h, k) a las coordenadas del centro, k = — z’ y (A — 6} + (k + 8) = 225. 


Resolviendo el sistema formado por estas dos ecuaciones se obtienen los valores de h y k (—3, 4) 


/ y y (15, —20). 
Y 


Las ecuaciones de las dos circunferencias son (x + 3) + (y — 4)? = 225 y 
(x— 15% + (y + 20)? = 225. 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 


1. Hallar la ecuación de la circunferencia 
a) de centro el punto (3, —1) y radio 5. Sol. x? + y? —6x + 2y — 15 = 0 
b) de centro el punto (0, 5) y radio 5. Sol. x? + y? — 10y =0. 
c) de centro el punto (—4, 2) y diámetro 8. Sol. x? + y? + 8x— 4y +4=0, 


d) de centro el punto (4, —1) y que p por (—l1, 3). 
Sol. x2+y?—8x + 2y — 24 = 0. l 


e), de diámetro el segmento que une los puntos (—3, 5) y (7, —3). 
è Sol. x + y? — 4x — 2y — 36 = 0. 


f) y de centro el punto (—4, 3) y que sea tangente al eje y. 
Sol. x? -+ y? + 8x— 6y +9= 


g) de centro el punto (3, —4) y que pase por el origen. 
Sol. x? + y?—6x + 8y =0. 


h) de centro el origen y que pase por el punto (6, 0). 
Sol. x? + y?— 36 =0. 


i) que sea tangente a los dos ejes de coordenadas de radio r = 8 y cuyo centro esté en el primer q 
cuadrante. Sol. x? + y?— 16x — l6y + 64 = 0. 3 


j) que pase por el origen, de radio r = 10 y cuya abscisa de su centro sea —6. 
Sol. x? -+ y? + 12x — l6y = 0, x? + y? + 12x + l6y = 0. 


2. Hallar el centro y el radio de las circunferencias siguientes. Determinar si cada una de ellas es real 
imaginaria o se reduce a un punto. Aplicar la fórmula y comprobarla por suma y resta de los térmi- 
nos adecuados para completar cuadrados. A 


E 


a) x? + yt— 8x + 10y—12=0. Sol. (4, —5), r= v53, real: 

b) 3x? +3» — 4x +2y+6=0. Sol. E — 3) r= YH, imaginaria. 
c) x+y?—8x—?7y=0. l Sol. (a, E ) r= > v113, real. 

d) 2+y2=0, Sol. (0,0), r=0, un punto. 

e) 2X +2 —x=0Q. Sol. (7 o), r= 5 real. 


3. Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos 


a) (4, 5), (3, —2), y (1, —4). Sol. x? + y? + Tx — 5y — 44 =0. 

b) (8, —2), (6, 2), y (3, —7). Sol. x? +y? — 6x + 4y—12=0. 

c) (1, 1), (1, 3), y (9, 2). Sol. 8x? + 8y* — 79x — 32y + 95 = 0. 
d) (—4, —3), (—1, —7), y (0, 0). Sol. x? +y +x+7Iy=0. 

e) (1,2), (3, 1), y (—3, —1). Sol. x? + y?—x +3y— 10 =0. 


4. Hallar la ecuación de la circunferencia circunscrita al triángulo de lados 


a) a 0 0 
Sol. Sx* + 5y? — 32x — 8y — 34 = Q. 

b) x+2y—5=0,2x+y—7=0,yx—y+1=0. 
Sol. 3x? + 3y? — 13x — lly + 20 = 0. 
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c) 3x+2y—13=0,x + 2y—3=0,yx+y—5=0. 
Sol. x? + y?—17x— 7y + 52 =0. 


d) 2x + y—8=0,x—y—1=0, y x— 7y— 19 =0. 
Sol. 3x? + 3y? — 8x + 8y — 31 =0. 


e) 2x—y +7 = 0, 3x + 5—9 = 0, y x— 7y— 13 = 0. 
Sol. 169x? + 169y? — 8x + 498y — 3707 = 0. 


Hallar la ecuación de la circunferencia inscrita al triángulo de lados 


a) 4x—3y—65=0, 7x— 24y + 55=0, y 3x+4y—5=0. 
Sol. x? + y? — 20x + 75=0, 


b) Tx+6y—11=0, 9Ix—2y+7=0, y 6x—7y— 16 =0. 
Sol. 85x? + 85y? — 60x + 70y — 96 = 0. 


e) y=0, 3x—4y=0, y 4x+3y—50 =0. 
Sol. 4x? + 4y? — 60x — 20y + 225 = 0. 


d) 15x—8y+25=0, 3x—4y—10=0, y 5x + 12y— 30 = 0. 
Sol. 7184x? + 784y? — 896x — 392y — 2399 = 0. 

e) inscrita al triángulo de vértices (—1, 3), (3, 6) y ES o) 
Sol. 7x? + 7y? — 34x — 48y + 103 = 0. 


. Hallar la ecuación de la circunferencia de centro (— 2, 3) que sea tangente a la recta 20x — 21y 


—42 =0. Sol. x? + y? + 4x — 6y — 12 =0. 


. Hallar la ecuación de la circunferencia de centro el origen que sea tangente a la recta 8x — 15y — 12=0, 


Sol. 289x? + 289y* = 144. 


. Hallar la ecuación de la circunferencia de centro (—1,-—-3) que sea tangente a la recta que une los 


puntos (—2, 4) y (2, 1). Sol. x? + y? + 2x + 6y— 15 =0. 


. Hallar la ecuación de la circunferencia cuyo centro esté en el eje x y que pase por los puntos (—2, 3) F 


y (4, 5). Sol. 3x? + 3y? — l4x — 67 = 0. 


. Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos (1, —4) y (5, 2) y que tiene su centro ) 


en la recta x — 2y + 9 =0, Sol. x? + y? + 6x — 6y — 47 =0. 


Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos (—3, 2) y (4, 1) y sea tangente al 
eje x. Sol. x? + y?—2x—10y + 1 = 0, x? + y? — 42x — 290y + 441 =0. 


. Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos (2, 3) y (3, 6) y sea tangente a la) 


. 


recta 2x + y—2 =0, Sol. x? + y? — 26x — 2y + 45 = 0, x? + p?—2x — 10y + 21 =0. 


Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por el punto (11,2) y sea tangente a la recta 
2x + 3y — 18 = 0 en el punto (3, 4). Sol. Sx? + 5y? — 98x — 142y + 737 = 0. 


. Hallar la ecuación de la circunferencia de radio 10 que sea tangente a la recta 3x —4y— 13 = 0 


en el punto (7, 2). 
Sol. x? + y?—26x + 12y + 105 = 0, x? + y? — 2x —20y + 1 =0. 


. Hallar la ecuación de la circunferencia tangente a las rectas x — 2y +4 = 0 y 2x—y—8=0 


y que pase por el punto (4, —1). 
Sol. x? + y?— 30x + 6y + 109 = 0, x? + y? — 70x + 46y + 309 = 0. 


. Hallar la ecuación de la circunferencia tangente a las rectas x— 3y +9 =0 y 3x +y—3=0 


y que tenga su centro en la recta 7x + 12y — 32 = 0. 
Sol. x? + y? + 8x— 10y + 31 =0, 961x? + 961y? + 248x — 5270y + 7201 = 0. 


Í 
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17. 


18. 


19. 


20. 


24. 


25; 


26 


27. 


28. 


29. 
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Hallar la ecuación de la circunferencia definida por el lugar geométrico de los vértices del ángulo 
recto de los triángulos caya hipotenusa es el segmento que une los puntos (—4, 1) y (3, 2). 
Sol. x? -+3 + x3r t0 0 


Hallar la ecuación de la circunferencia tangente a las rectas 4x + 3y — 50 =- 0 y 3x — 4y — 25 = 0 
y cuyo radio sea igual a 5. Sol. x? + y? — 20x + 10y + 100 = 0, 

x? + y? — 36x — 2y + 300 = 0, 

x? + y? — 24x — 18y + 200 -- O, 

x? + y? — 8x — 6y = 0. 


Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya suma de cuadrados de distancias a las rectas perpen- 
diculares 2x + 3y — 6 =- 0 y 3x — 2y + 8 = 0 sea igual a 10. Si es una circunferencia, hallar su 
centro y su radio. 


Sol. 13x? + 13y? -+ 24x — 68y — 30 - 0. Centro (- o +) = O. 


Demostrar que el lugar geométrico de los puntos cuya suma de cuadrados de distancias a las rectas 
perpendiculares ax + biy +, =0 y bix —ajy +, =0 es una constante K?. es una circunfe- 


rencia. 


. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya suma de cuadrados de distancias a los puntos fijos 


(—2, —5) y (3, 4) sea igual a 70. Si es una circunferencia, hallar su centro y su radio. 
Sol. *+yY—x+y—8=0. Centro (}, —J), r=1v34. 


Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya relación de distancias a los puntos fijos (2. —1) 
y (3, 4) sea igual a 2/3. Si es una circunferencia, determinar su centro y su radio. 


Sol. x*++y?—12x + 10y — 11 =0. Centro (6, —5), r=6vV2. 


. Demostrar que el lugar geométrico de los puntos cuya relación de distancias a los puntos fijos (a, h) 


y (c, d) es igual a K (constante) es una circunferencia. 


Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos cuyo cuadrado de la distancia al punto fijo 
(2, —5) sea el triple de la correspondiente a la recta 8x + 15y — 34 = 0, 
Sol. 17x? + 17y? + 44x + 125y + 595=0, 17x? + 17y? 4 92x + 215y + 391 = 0. 


Hallar la ecuación de la circunferencia tangente a la recta 3x — 4y + 17 = 0 que sea concéntrica 
con la circunferencia x? + y? — 4x + 6y —11 =0. 
Sol. x*+y?—d4x + 6y — 36 =0. 


Hallar la ecuación de la circunferencia de radio 10 que sea tangente a la circunferencia x? + y? = 25 
en el punto (3, 4). 
Sol. x? + y?—18x — 24y + 125=0, x? + y? + 6x + 8y —75 =0, 


Hallar la ecuación del lugar geométrico del punto medio de un segmento de 30 centímetros de lon- 
gitud cuyos extremos se apoyan constantemente en los ejes de coordenadas. 
Sol. Una circunferencia, x? + y? = 225, 


Hallar la máxima y mínima distancias del punto (10,7) a la circunferencia x? + y? — 4x — 2y 
— 20 = 0. Sol. 15y 85. 


Hallar la longitud de la tangente trazada desde el punto (7, 8) a la circunferencia x? + y? = 9. 
Sol. 21/26. 


. Hallar la longitud de la tangente trazada desde el punto (6, 4) a la circunferencia x? + y? + 4v + 6y 


— 19 = 0. Sol. 9. 


. Hallar el valor de K para el cual la longitud de la tangente trazada desde el punto (5, 4) a la circun- 


ferencia x? + y? + 2Ky = 0 sea igual a a), 1, b), 0. Sol. a) K=—5, b) K = —85,125. 


ad 
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32. Hallar las ecuaciones de los tres ejes radicales de las circunferencias siguientes, y demostrar que se 
cortan en un punto. : 
M+y+3x—2y—4=0, + 19—2x—y—6=0, yx +l HI 
Sol. 5x—=y+2=0, 3Ix—2y—3=0, 2x +y+5=0. Punto de intersección (—1l, —3). 
Este punto se denomina centro radical de las circunferencias. 


33. Hallar las ecuaciones de los tres ejes radicales de las circunferencias siguientes y hallar el centro ra- 
dical (punto de intersección de los ejes). 
X*+y?+x=0, *+34+4y47=0, y 21 +29 + 5x + 3y+9=0. 
Sol. x—4y—7=0, x+y+3=0, x—y—ll=0. Centro (—I, —2). 


34. Hallar las ecuaciones de los tres ejes radicales y el centro radical de las circunferencias siguientes. 


*+y3412x+11=0, 132+ y3—4rx—2l -0, y 1x?+y?—4v + l6y + 43=0, 
Sol. x+2=0, x—y—2=0, y +4=0. Centro (—2, —4). 


35. Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por el punto (—2, 2) y por los de intersección de las 
circunferencias 
*+y43x—2y—4=0 y 134J—2r—y—6=0. 
Sol. 5x? + 5y? —7y —26 = 0. 


36. Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por el punto (3, 1) y por los de intersección de las 
circunferencias 
4 y—x—y—2=0 y y? + y? 4 4x—4y—8=0, 
Sol. 3x? + 3y?—13x + 3y+6=0. 


37. Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos de intersección de las circunferencias 
*4+y3—6x+2y44=0yx? + y? + 2x —4y—6= 0 y cuyo centro esté en la recta y = x. 
Sol. Tx? + 71y2— 10x — 10y — 12 = 0. 


CAPITULO 5 


Secciones cónicas.-La parábola 


DEFINICION. El lugar geométrico de los puntos cuya relación de distancias a un punto y una 
recta fijos es constante recibe el nombre de sección cónica o simplemente cónica. 
El punto fijo se llama foco de la cónica, la recta fija directriz y la relación constante 
excentricidad que, normalmente, se representa por la letra e. 
Las secciones cónicas se clasifican en tres categorías, según su forma y propiedades. 
Estas se establecen de acuerdo con los valores de la excentricidad e. 


Si e < l, la cónica se llama elipse. 
Si e = l, la cónica se llama parábola. 
Sie > 1, la cónica se llama hipérbola. 


PARABOLA. Sean L'L y F la recta y punto fijos. Tracemos por F la perpendicular al eje x y sea 2a 
la distancia de Fa £L'L. Por definición de parábola la 
curva debe cortar al eje x en el punto O, equidistante 
de F y L'L. El eje y se traza perpendicular al x por el 
punto O, 

Las coordenadas de F son (a, 0) y la ecuación de 
la directriz es x = —a, o bien, x + a = 0. 
Sea P(x, y) un punto genérico cualquiera de ma- 


LJ YA 


BE ami i 
nera que 7 =e = 1. 


Entonces, v(x = a? + (y —0?= x +a. T MS: 7 
Elevando al cuadrado, 


x? — lax + aè + y = xX + 2ax + e, 


o bien, y? = 4ax. 


De la forma de la ecuación se deduce que la pará- 
bola es simétrica con respecto al eje w. El punto en que la curva corta al eje de simetria se 
denomina vértice. La cuerda C'C que pasa por el foco y es perpendicular al eje se llama /atus' 
rectum. La longitud del /atus rectum es 4a, es decir, el coeficiente del término de primer grado 
en la ecuación. 

Si el foco está a la izquierda de la directriz, la ecuación toma la forma 


Y = — 4ax. 
Si el foco pertenece al eje y. la forma de la ecuación es 
x = + 4ay 
en la que el signo depende de que el foco esté por encima o por debajo de la directriz. 
Consideremos ahora una parábola de vértice el punto (A, k), de eje paralelo al de coor- 


denadas x y cuyo foco esté a una distancia a del vértice y a la derecha de él. La directriz, 
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paralela al eje y y a una distancia 2a a la izquierda del foco, tendrá la ecuación x =h— a, 


o bien, x— h +a =0. 
Llamemos P(x,y) un punto genérico cualquiera y 
de la parábola. Como PF = PM, 4 


V (x—h—aY? + (y —k)?=x—h+ a, 


es decir, y —2ky + k? = 4ax — 4ah, 


o bien. E A eee 
Otras expresiones tipicas son: 


(y —k)P = —4alx — h); 
(x — hy? = 4a(y — k); 
(x — A} = —4a( y — k). 


Que desarrolladas adquieren la forma x=ay} + by +e, 
y=axr+bx3+<. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


1. Hallar el foco, la ecuación de la directriz y la longitud del /atus rectum de la parábola 3y? = 8x, 


, 8 
o bien, y? = — x. 


3 
Ez à 8 2 
De la ecuación de la parábola se deduce que 4a = => de donde, a = 3: El foco es, pues el pun- 
2 a ; ha 2 
to de coordenadas (7 0], y la ecuación de la directriz, x = — 3: 
z 2 2 4 
Para hallar la longitud del /atus rectum se calcula el valor de y para x = 3: Para x = Jj 


con lo cual, la longitud del /atus rectum es a 5) = A 


; E A 4 . y 4 
. 2. Hallar la ecuación de la parábola cuyo foco es el punto 0 =- 5) y por directriz la recta y — T= O. 
ET Hallar la longitud del /atus rectum. 


f 
f, Sea P(x, y) un punto genérico cualquiera de la parábola. En estas condiciones, 
4 y? 4 
0 pa. los pa 
(x—0* + | H 3 ) y 3: 
Es 16 16 
Elevando al cuadrado y simplificando, x? + gy = 0. Latus rectum = 4a = 3: 


L 


Problema 2 Problema 3 


3. Hallar la ecuación de la parábola de vértice el punto (3, 2) y foco (5, 2). 
Como el vértice es el punto (3, 2) y el foco (5, 2) se tiene, a = 2 y la ecuación adquiere la forma 
(y —kY = 4a(x — h), o sea, (y — 2} = 8(x — 3). ~ 
Simplificando, y? — 4y — 8x + 28 = 0. 
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Hallar la ecuación de la parábola de vértice el origen, de eje el de coordenadas y, y que pase por el 
punto (6, —3). 

La ecuación que hemos de aplicar es x? — —4ay. 

Como el punto (6, —3) pertenece a la curva el valor de a debe ser tal que las coordenadas del 
punto satisfagan a la ecuación, 

Sustituyendo, 36 = —4a(—3). de donde. a = 3. La ecuación pedida es 4? = — 12y. 


Hallar la ecuación de la parábola de foco el punto (6, —2) y directriz la recta x — 2 = 0. 
De la definición. V(x — 6 + (y + 2P x—2 
Elevando al cuadrado, yë — 12x + 36 + y% + 4y : 4= x? —dx + 4, Simplificando, v? + 4y 
Se p 36 =-0, 


Hallar la ecuación de la parábola de vertice el punto (2, 3), de eje paralelo al de coordenadas y, y que 
pase por el punto (4, 5). 
La ecuación que hemos de aplicar es (v — A)? — 4al y — k), es decir, (x — 2) = da( y — 3). 


n|— 


Como el punto (4. 5) pertenece a la curva, (4 — 2} — 4a(5 — 3), de donde, a 


La ecuación pedida es (y — 2) — 2) — 3). o bien, 1? — 4x — 2y + 10 = 0. 


Hallar la ecuación de la parábola de eje paralelo al de coordenadas x. y que pase por los puntos 
(2. 1). (1, 2) y (—.!. 3). 
Aplicamos la ecuación 1? + Dx + Ev = FE =0. 


Sustituyendo v e y por las coordenadas de los puntos. 1—2D >= E+F=0, 
44 D+2E+F=0; 
9 D43E4F=0. 


: 2 21 ; 
Resolviendo este sistema de ecuaciones, D z E= 5 F=4 
F 2 21 / 
Por tanto, la ecuación pedida es y? + gY- - y + 4 = 0, o bien, 5y? + 2x — 2ly + 20 = 0. 


Hallar la altura de un punto de un arco parabólico de 18 metros 
de altura y 24 metros de base. situado a una distancia de 8 metros 
del centro del arco. 

Tomemos el eje x en la base del arco y el origen en el punto 
medio. La ecuación de la parábola será de la forma 


(x — hy? = 4aly — k) 


o bien (x — 0 = dal y — 18). 
eR X 
La curva pasa por el punto (12. 0). Sustituyendo estas coorde- o à o Eva” 
nadas en la ecuación se obtiene, a — —2. Por consiguiente, cid ii 


(x — 0} = —8(1 — 18). 


Para hallar la altura del arco a 8 metros del centro se sustituye x = 8 en la ecuación y se despeja 
el valor de y. Por tanto, 8? = —8(y — 18), de donde. y = 10 metros. El arco simple más resistente 
es el de forma parabólica. 


Dada la parábola de ecuación y? + 8y — 6x + 4 = 0, hallar las coordenadas del vértice y del foco, 
y la ecuación de su directriz. 
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Sumando y restando términos adecuados. para completar un cuadrado. 1? + 8y l6 — 6x 


—4 + 16 = 6x + 12, o bien, (y t A= a 2). 
El vértice es el punto (—2. —4). Como 4a = 6, a 
nadas (—}. —4). y la ecuación de la directriz es x =~ —72. 


: 312. Luego el foco es el punto de coorde- 


10. Hallar la ecuación de la parábola cuyo letus rectum es el segmento entre los puntos (3, 5) y (3, —3). 
Aplicamos la ecuación en la forma (v — k}? dalx — h). 
Como la longitud del /arus rectum es 8, 4a - 8, e (y —kYP y 8íx — h). 
Para determinar las coordenadas (h, k) tenemos. (5 — k}? 83 — A) y (—3 — kE = +8(3 — Mm), 
ya que los puntos (3, 5) y (3, —3) pertenecen a la curva. Resolviendo este sistema de ecuaciones se 


obtienen como valores de / y k los puntos (1. 1) y (5. 1). 


2=HMi—I) o 1 —2—8r+9=0 


Las ecuaciones pedidas son (1) (y — 1) 
y (2 (y F= —8(x —$) O 1%-—2b + 81 — 39 — 0, 
L| YA Li 
a X 
O — > 
Y | E ye- 
- be , 
— - -> > 
o 7 " 
IFTE: 
z E = 


Problema 10 Problema 11 


11. Hallar la ecuación de la parábola de vértice en la recta 71 3y —4 = 0. de eje horizontal y que 


pase por los puntos (3. — 5) y (32. 1). 
Aplicamos la ecuación en la forma (y — AY 
puntos dados se obtiene. 


4al j). Sustituyendo las coordenadas de los 


(—-5— kẹ- 44a3--HhH y u ky — 4a(3i2 — h). 


Como (4h. k) pertenece a la recta 7x +. 3y — 4 0, se tiene, 7h + 3k 4 =40 


Resolviendo el sistema de estas tres ecuaciones resulta / l.k-——i. 4a == 8: y h = 359/119, 
h —97'17. 4a - --504-17. 
; fia NN i 971 504 359 
“uego las ecuaciones pedidas son. Lig f h e a : ' 
uego las ecuaciones pedidas son, (3 ) (A ely - 17 TY 119 


12. La trayectoria descrita per un proyectil lanzado horizontalmente. desde un punto situado y metros (m) 
sobre el suelo, con una velocidad y metros por segundo (m's), es una parábola de ecuación 


siendo v la distancia horizontal desde el lugar de lanzamiento y g ~ 9,81 metros por segundo en 


cada segundo (m s?). aproximadamente. El origen se toma en el punto de salida del proyectil del arma. 
En estas condiciones se lanza horizontalmente una piedra desde un punto situado a 3 metros (m) 
de altura sobre el suclo. Sabiendo que la velocidad inicial es de 50 metros segundo (m/s), calcular 


la distancia horizontal al punto de caida. 


4 
21? 250)? am 
pe E yaa m (—3). con lo que x = 50v0,61 = 39 m. 

g i 


fra 
Ps 


aias a a e 


to 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 


1. Hallar las coordenadas del foco, la longitud del latus rectum y la ecuación de la directriz de las pará- 
bolas siguientes. Representarlas gráficamente. 


a) y? =6x. Sol. (3/2,0),6, x+3/2=0. 
b) x= 8y. Sol. (0,2),8, y+2=0. 
c) 3y? = —4x. Sol. (—1/3,0), 4/3, x— 1/3=0. 


2. Hallar la ecuación de las parábolas siguientes: 


a) Foco (3, 0), directriz x + 3 = 0. Sol. y?— 12x = Q. 
i b) Foco (0, 6), directriz el eje x. Sol. x?— 12y + 36 = 0. 
c) Vértice el origen, eje el de coordenadas .r, y que pase por (-—3, 6). Sol. y? = —12x. 


3. Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto fijo (—2, 3) sea igual 
a su distancia a la recta x + 6 = 0. Sol. y? — 6y — 8x — 23 =0. 


4. Hallar la ecuación de la parábola de foco el punto (—2, —1) y cuyo latus rectum es el segmento entre 
los puntos (—2, 2) y (—2, 4). | 
Sol. y. + 2y —6x — 20 = 0, y? -+ 2y + 6x +4= 0. | 


5, Hallar la ecuación de la parábola de vértice (—2, 3) y foco (1, 3). 
Sol. y? —6y — 12x— 15 =0. 


6. Dadas las parábolas siguientes, calcular a) las coordenadas del vértice, b) las coordenadas del foco, 


PP — 


c) la longitud del /atus rectum y d) la ecuación de la directriz. 
(1) 13—4y + 6x -—8=0, Sol. aj) (2,2), b)(1/2,2) c)6, d) x—7/2=0. 
| (2) 3x? — 9x — Sy —2 = 0. Sol. a) (3/2, —7/4), b) (3/2, —4/3) c) 5/3. 

(3) 1)? —4y— 6x + 13 =0. Sol. a) (312.2) b) (3,2), c) 6, dj. x=0. 


LEMA 
— e 


~- 


. Hallar la ecuación de una parábola cuyo eje sea paralelo al eje x y que pase por los puntos (3, 3), 
(6, 5) y (6, —3). Sol. y? —2y—4x +9=0. 


8. Hallar la ecuación de una parábola de eje vertical y que pase por los puntos (4, 5), (2, 11) y (44, 21). 
Sol. x?— 4x — 2y +10 =0. 
1 9. Hallar la ecuación de una parábola cuyo vértice esté sobre la recta 2y — 3x = 0, que su eje sea para- 


lelo al de coordenadas xv, y que pase por los puntos (3, 5) y (6, —1). 
Sol. y? —6y—4x + 17 = 0, 11y? — 98y — 108x + 539 = 0. 


f 10. El cable de suspensión de un puente colgante adquiere la forma de un arco de parábola. Los pilares 
que lo soportan tienen una altura de 60 metros (m) y están separados una distancia de 500 metros (m), 
quedando el punto más bajo del cable a una altura de 10 metros (m) sobre la calzada del puente. 
Tomando como eje x la horizontal que define el puente, y como eje y el de simetría de la parábola, 
hallar la ecuación de ésta. Calcular la altura de un punto situado a 80 metros (m) del centro del 
puente. Sol. x2*—1.250 y + 12,500 = 0; 15,12 m. 


11. Se lanza una piedra horizontalmente desde la cima de una torre de 185 metros (m) de altura con una 
velocidad de 15 metros por segundo (m/s). Hallar la distancia del punto de caída al pie de la torre 
l suponiendo que el suelo es horizontal. Sol. 92,5 m. 


12. Un avión que vuela hacia el Sur a una altura de 1.500 metros (m) y a una velocidad de 200 kilómetros 
por hora (km/h) deja caer una bomba. Calcular la distancia horizontal del punto de caída a la vertical 
del punto de lanzamiento. Sol. 972 m. 


13. Un arco parabólico tiene una altura de 25 metros (m) y una luz de 40 metros (m). Hallar la altura 
de los puntos del arco situados 8 metros a ambos lados de su centro. Sol. 21 m. 


e NN aa Aaa aaa 


CAPITULO 6 


La elipse 


DEFINICION. Elipse es el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a dos puntos 
fijos es constante. Los puntos fijos se llaman focos. 


D' D 

va, 

Mart > 
xX 

D' D 


Sean los dos puntos fijos F(c, 0) y F'(—<, 0) y 2a la suma constante, (a > c). Considere- 
mos un punto genérico P(x, v) que pertenezca al lugar. Por definición, 


FP + PF = la, 
es decir, Va + eE +o O + Vix =S 0% + (y — 0 = 2a, 
o bien. Vx + cr Ly — 0? = 2a — Y(x— 0) + (y — 0}. 


Elevando al cuadrado y reduciendo términos semejantes, 


ex — @ = —a y(x —c) + (y — 0). 
Elevando al cuadrado y simplificando, (a? — c) x? + ay? = aa? — ¢?). y 
A y? y? i 
Dividiendo por aa? — c?) se obtiene la ecuación j + FA = af 
2 aii 


Como 4 >c. @— ¢ es positivo. Haciendo a? — e = b?, resulta la ecuación de la 
elipse en la forma 


SA ye 
a? p 
o bien. Px + ay = ah. 


Como esta ecuación solo contiene potencias pares de x e v, la curva es simétrica con 
respecto a los ejes de coordenadas y e v, y con respecto al origen. El punto O es el centro 
de la elipse y los ejes se denominan eje mayor y eje menor. 

Si los focos fueran los puntos de coordenadas (0, c) y (0, —c), el eje mayor estaría sobre > 

] e x? y 
el eje y. con lo que la ecuación resulta de la forma Ji H= [=| 


a? 


s1 


LA ELIPSE 
AN Cc va — h f 
La excentricidad e -——— , O bien e = ae. 
a a 
Como la elipse tiene dos focos, también tendrá dos directrices. Las ecuaciones de las 
directrices D'D' y DD son, respectivamente, 
a a 
v =0 y x—-=0 
E: e 
Si los focos estuvieran sobre el eje y, las ecuaciones de las directrices serian 
a ad F 
) =0 y y— 0 
e E e 
Se denomina /atus rectum de la clipse a la cuerda perpendicular al eje mayor por uno 
A 2p? 
de los focos. Su longitud es 
Los puntos en los cuales la elipse corta al eje mayor se llaman vértices. 
Si el centro de la elipse es el punto (4, A) y el eje mayor tiene la dirección del eje x, la 
ecuación de la elipse es de la forma 
(x> hy (y — A) l 
a? b? ` 
. (x — hy O —ky s 
o bien, mi i m l si el eje mayor fuera paralelo 
al eje y. En cualquier caso, la forma general de la ecuación de la elipse es 
AX + BP+Dx+ Er =Q 
siempre que A y B sean del mismo signo. 
PROBLEMAS RESUELTOS 
Dada la elipse 9x? + 161% — 576, hallar el semieje ma- D YA D 


yor, el semieje menor. la excentricidad, las coordenadas | 
de los focos, las ecuaciones de las directrices y la longi- 
tud del /atus rectum. 


, 2 


i PER z i y? 
Dividiendo por 576 se liene- — + — = |. Luego 
P 64 36 i 
a=8yh- 6, 
> x 
A a? — b Y 7 > 
e Z4 : € va — t 24.7 
a 4 
110,6) 
Coordenadas de los focos: (247.0) y (—2vV7. 0). Sl ir 
Las ecuaciones de las directrices son i ʻi 
8 | ' 
a 3247 a | 
EL E ASE y D 


. ye 
La longitud del /atus recrum de la elipse es 2b%a — 78 = 9 
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2. Hallar la ecuación de la elipse de centro el origen. foco en el punto (0, 3) y semieje mayor igual a 5, 
Datos: c= 3 ya = 5. Por consiguiente, b = v'a@— c? = v25—9 = 4, 


x? y? 
= l, se obtiene la ecuación 


; x$ y? 
Aplicando la fórmula + 16 + 35 


p? a 


3. Hallar la ecuación de la elipse de centro el origen, eje mayor sobre el eje x y que pase por los puntos 
(4, 3) y (6, 2). 


La fórmula a aplicar es E + r = |. Sustituyendo x e y por las coordenadas de los puntos 
dados se obtiene, a -1 a = 1 y s J- = = |. Resolviendo este sistema de ecuaciones, a? = 52, 
p= 13. 

Luego la ecuación pedida es +7 + aa = 1l, o bien, x? + 4y? = 52. 


4, Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto (4, 0) es igual a la 
mitad de la correspondiente a la recta x — 16 = 0. 


y Del enunciado del problema se deduce, 


£ $ a t n | 
Vix — 4} + 0 —0} = Kx— 16), o sea, x? — 8x + 16 +y? = 2 iia aid 


Simplificando, se obtiene la ecuación 3x* + 4y? = 192, de la elipse. 
5. Se considera un segmento AB de 12 unidades de longitud y un punto P(x, y) situado sobre él a 8 uni“ 


dades de A. Hallar el lugar geométrico de P cuando el segmento se desplace de forma que los pun” 
tos A y B se apoyen constantemente sobre los ejes de coordenadas y y x respectivamente. 


Por triángulos semejantes en. O sea v64—x pa 
E de dd a a 


X Luego 64 — x? = 4)?, o bien, x? + 4y? = 64. El lugar es una elipse con su centro en el origen 
| y de eje mayor sobre el eje x. 


YA pi APixy) 
a 1 


y Problema 5 Problema 6 


; 6. Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya suma de distancias a los puntos 
fijos (4, 2) y (—2, 2) sea igual a 8. 


f 
i 
f 


F'P + PF = 8, o sea, Vix +29 +O — 2% + vix —4F +(y — 2) = 8. 


A 
j 
E ESERE PE E CP A a AEE OE o 
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Elevando al cuadrado y reduciendo términos, 3x — 19 = —4v/(x — 4} + (y — 2È. 
Elevando de nuevo al cuadrado y reduciendo términos resulta la ecuación 7x? + 16y*— 14x 
— 64y — 41 = 0, que es una elipse. 
7. Dada la elipse de ecuación 4x? + 9y? — 48x + 72y + 144 = 0, hallar su centro, semiejes, vértices 


y focos. 
x— hy do JAN 
alas APPO Lt! O l, de la manera siguiente: 


Esta ecuación se puede poner en la forma ——, + 
a p? 


4x?— 12x + 36) + Ay? + 8y + 16) = 144, 
Ax — 6) + Ay + 4)? = 144, 


ES. G HE 


36 16 


Por tanto, el centro de la elipse es el punto de coordenadas (6, —4), a = 6, b = 4; los vértices 
son los puntos (0, —4), (12, —4), y los focos (6 + 2v5, —4), (6 —2y 5, 4): 


y 


(0,45) 


(75,0) 


5,0) 250) | (25,0) 


Problema 8 


Problema 7 


Un arco tiene forma de semielipse con una luz de 150 metros siendo su máxima altura de 45 metros. 
Hallar la longitud de dos soportes verticales situados cada uno a igual distancia del extremo del 


arco. 
Supongamos el eje x en la base del arco y el origen en su punto medio. La eenación del arco será, 
x* y? , 
| ++ = |, siendo a = 75, b= 45. 
| a þ? 


Para hallar la altura de los soportes, hacemos x = 25 en la ecuación y despejamos el valor de y. 


Es decir, 22 Y =1, y =8(225), e y=30V2 metros 
E A re E ios i 

9. La Tierra describe una trayectoria elíptica alrededor del Sol que se encuentra en uno de los focos. 
Sabiendo que el semieje mayor de la elipse vale 1,485 x 10° kilómetros y que la excentricidad es, 


aproximadamente, 1/62, hallar la máxima y la mínima distancias de la Tierra al Sol. 


aa c l € 
E =-—, ER SEN sea, c = 2.400.000. 
xcentricidad e a Luego 32 148.500. , O sea, c = 2.400.000 


La máxima distancia es a + e = 1,509 x 10% km. 
La mínima distancia es a + c = 1,461 x 108 km. 


li 
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10. Hallar la ecuación de la elipse de centro (1, 2), uno de los focos (6, 2) y que pase por el punto (4, 6). 


=i y 
r S = 


PEINT la ecuación 


D 
4—1} (62) A 
Como (4, 6) perten :ce a la curva, 7 + j = l, o bien, m ES q. = E 
Como c = 5, resulta hb? = a? — c? = ai — 25 y E COn. A 
A pa 
pS 2 
Resolviendo, a? = 45 y b? = 20. Sustituyendo, es E 3: peer l. 


r 20 


11. Hallar la ecuación de la elipse de centro (—1, —1), uno de los vértices el punto (5, —1) y excentri- 
: 2 
cidad e = 3" 


Como el centro es el punto (—1, —1) y el vértice (5, —1) se tiene, a = 6, e = < PMR 3 


de donde c = 4. Por otra parte, b? = a? — c? = 36 — 16 = 20. 


2 
(x +1} i (y +1) 


36 i 


La ecuación pedida es 


12. Hallar la ecuación de la elipse cuya directriz es la recta x = —1 
uno de los focos el punto (4, —3) y excentricidad 2/3. 


De la definición genera! de sección cónica, si 
y e < 1 la curva es una elipse. 


——4yN 2 
Por consiguiente, - vo pod +3) - e 
x+1 3 


Elevando al cuadrado los dos miembros de esta ecuación 
y simplificando resulta, 


5x? -+ 9y? — 80x -+ 54y = —221. 
Completando cuadrados, 5(x? — 16x + 64) + 93? +- 6y + 9) = —221 + 320 + 81, 
ä es decir, S(x — 8) + 9(y + 3)? = 180, 


CN CN 
o bien, > + dE NS 


13. Hallar el lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuyo producto de las pendientes de las rectas que 
unen P(x, y) con los puntos fijos (3, —2) y (—2, 1) es igual a —6. 


AN a VOM , A N 
L) 6, o bien, 6x? + y? + y — 6x = 38, una elipse. 


14. Hallar la ecuación de la elipse de focos (0, +4) y que pase por el punto (5 3). 


a 12 ÓN: 00 ; 144 - 
Sustituyendo x = pS 3 en FS I se obtiene 35p2 L o 1. 
Como los focos son (0, +4), resulta c = 4 y a? — b? = 4? = 16. 

2 2" 
Resolviendo el sistema de ecuaciones, a? = 25, b? = 9. Luego, aa + F- 1, 
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15. Hallar el lugar geométrico de los puntos que dividen a las ordenadas de los puntos de la circunferen- 


: NA- 
cia 1? + y? = 25 en la relación 


5" 
3 ; Sas 
Sea y” = 50 bien, y = FAY x'. Entonces, x’? + Dy = 25; 
Suprimiendo las primas y simplificando se llega a la ecuación 9x? + 25y? = 226, que es una 
elipse. 


Problema 15 Problema 16 


16. Hallar la ecuación de la elipse que pasa por los puntos (—6, 4), (—8, 1), (2, —4) y (8, —3) y cuyos 
ejes son paralelos a los de coordenadas. 
En la ecuación x? + By? + Cx + Dy + E = 0, sustituyendo x e y por las coordenadas de los 
cuatro puntos dados, 
16B — 6C + 4D + E = — 36, 
B— 8C + D + E= — 64, 
16B + 2C—4D + E = — 4, 
9B + 8C — 3D + E = — 64. 


Resolviendo el sistema, B= 4, C = —4, D = —8, y E = —92. 


pt —1? 
La ecuación pedida es x? + 4y? — 4x — 8y — 92 = 0, o bien, bo T ES Y 55 D = 


17. Hallar la ecuación del lugar geométrico del centro de una 
circunferencia tangente a x? + y?= 1 y x? + y?— 4x 
—21 = 0. 


Sean (Xo, Yp) las coordenadas del centro. Las circun- 
ferencias dadas tienen de radios | y 5 respectivamente. 


a) 5— V(x —D FO — 0P = Vx +11. 


Elevando al cuadrado, simplificando y suprimiendo 

las primas se llega a la ecuación 8x? + 9y?— 16x — 64 = 0, 

aue es una elipse. Poniendo esta ecuación en la forma 
x— IP ;, — 0}? 

E= BEE a 


9 8 š 


se deduce que el centro de la elipse corresponde al punto 
(1, 0). 


b) Vx +y +I =5— V(x — 2} + yẹ. Elevando al cuadrado, simplificando y suprimiendo 


= E 2 EREN 2 
w= v0 


4 3 n 


las primas se llega a la ecuación 3x? + 4y? — 6x — 9 = 0, o bien, 


El centro de esta elipse es el punto (1, 0). 
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18. En una elipse, los radios focales son las rectas que unen los focos con un punto cualquiera de ella. 


Hallar las ecuaciones de los radios focales correspondientes al punto (2, 3) de la elipse 3x? + 4y? = 48, 


2 2 AAA 
Escribiendo esta ecuación en la forma 6 + $ = | se tiene, ¢ = + VI6— 12 = +2. 
Los focos son los puntos (+2, 0). La ecuación del radio focal del punto (2, 0) al (2, 3)es x — 2 =0 
y la del (—2, 0) al (2, 3) es y — 0 = 54 z (x + 2), o bien, 3x — 4y + 6 = 0. 


PROBLEMAS PROPUESTOS 


En cada una de las elipses siguientes hallar a) la longitud del semieje mayor, b) la longitud del semieje 
menor, c) las coordenadas de los focos, d) la excentricidad. 


AS E IPP Sol. a) 13, py 12 50%, y 
) “169 144 ol. a) > » Cc) (+3,0), d) -7 

2 2 r qe 3 
D Fr E=1 Sol. a)2V43, D WVZ AOD: d) za 
(3) 225x? + 289y? = 65.025. Sol. a) 17, b) 15, c) (+8,0), d) T 


Hallar las ecuaciones de las elipses siguientes de forma que satisfagan las condiciones que se indican. 


2 2 
(1) Focos (+4,0), vértices (+5, 0). Sol. Se + y == L 
~ ERN x? y? 
(2) Focos (0, 48), vértices (0, +17). Sol. 255 + y" L 
2 
(3) Longitud del latus rectum = 5, vértices (+10, 0). Sol. 6 + A = |, 
(0, + iej an A 

(4) Focos (0, +6), semieje menor = 8. Sol. zi + 00 = t 
(5) Focos (+5, 0), excentricidad = > Sol x? $ pap 1 

) oc + , , cidad = 8 ` Ol. 64 39 = j; 


Hallar la ecuación de la elipse de centro el origen, focos en el eje x, y que pase por los puntos 


(23,243) y (4, 4'513). Sol. 4x? + 9y? = 144. 


Hallar la ecuación de la elipse de centro el origen, semieje mayor de 4 unidades de longitud sobre 
el eje y, y la longitud del /atus rectum igual a 9/2. Sol. 16x? + 9y? = 144, 


Hallar el lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya suma de distancias a los puntos fijos (3. 1) 
y (—5, 1) sea igual a 10. ¿Qué curva representa dicho lugar? 
Sol. 9x? + 25)? + 18x — 50y — 191 = 0, una elipse. 


Hallar el lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya suma de distancias a los puntos fijos (2, —3) 
y (2, 7) sea igual a 12. Sol. 36x? + 11y? — 144x — 44y — 208 = 0. 


Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto fijo (3, 2) sea la mitad de la corres- 
pondiente a la recta x + 2 = 0. ¿Qué curva representa dicho lugar? 
Sol. 3x? + 4y? — 28x —l6y + 48 = 0, una elipse. 
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LA ELIPSE 


Dada la elipse de ecuación 9x? + 16y? — 36x +- 96y + 36 = O, hallar a) las coordenadas del centro, 
b) el semieje mayor, c) el semieje menor, d) los focos y e) la longitud del /atus rectum. 


Sol. a) (2, —3), b) 4, c)3, d)(2+ VT, —3), e) 4,5. 

Hallar la ecuación de la elipse de centro (4, —1), uno de los focos en (1, —1) y que pase por el 
pen 2 2 

punto (8, 0). Sol. sd a == SL = 1, o bien, x? + 2y? — 8x + 4y = 

Hallar la ecuación de la elipse de centro (3, 1), uno de los vértices en (3, —2) y excentricidad e = 1/3. 


Sol. a—3 na BA 


3 = 1, o bien, 9x? + 8y? — 54x — 16y + 17 =0. 


Hallar la ecuación de la elipse uno de cuyos focos es el punto (—1, —1), directriz x = 0, y excentri- 
cidad e = Y? Sol. x? + 2y? + 4x + 4y +4 =0. 

Un punto P(x, y) se mueve de forma que el producto de las pendientes de las dos rectas que unen P 
con los dos puntos fijos (—2, 1) y (6, 5) es constante e igual a —4. Demostrar que dicho lugar es 
una elipse y hallar su centro. Sol. 4x? + y? — 16x — 6y — 43 = 0. Centro (2, 3). 

Un segmento AB, de 18 unidades de longitud, se mueve de forma que A está siempre sobre el eje y 
y B sobre el eje x. Hallar el lugar geométrico de los puntos P(x, y) sabiendo que P pertenece al seg- 
mento AB y está situado a 6 unidades de B. Sol. x? + 4y? = 144, una elipse. 


Un arco de 80 metros de luz tiene forma semielíptica. Sabiendo que su altura es de 30 metros, hallar 
la altura del arco en un punto situado a 15 metros del centro. Sol. 15V/55/4 metros. 


La órbita de la Tierra es una elipse en uno de cuyos focos está el Sol. Sabiendo que el semieje mayor 
de la elipse es 148,5 millones de kilómetros y que la excentricidad vale 0,017, hallar la máxima y la 
mínima distancias de la Tierra al Sol. Sol. (152, 146) millones de kilómetros. 
Hallar la ecuación de la elipse de focos (+8, 0) y que pasa por el punto (8, 18/5). 


e y 
Sol. 100 + 36 =k 


Hallar el lugar geométrico de los puntos que dividen a las ordenadas de los puntos de la circunferen- 
cia x? + y? = 16 en la relación 4. Sol. x? + 4y? = 16. 


Hallar las ecuaciones de los radios focales correspondientes al punto (1, —1) de la elipse 
x? + Sy? — 2x + 20y + 16 = 0. 
Sol. x—2y—3=0, x+2y+1=0. 


Hallar la ecuación de la elipse que pasa por los puntos (0, 1), (1, —1), (2, 2), (4, 0) y cuyos ejes son 
paralelos a los de coordenadas. Sol. 13x? + 23y? — 51x — 19y —4 = 0. 


Hallar el lugar geométrico del centro de la circunferencia tangente a 


X*2+y=4 y 1324 y? —6x —27 =0. 


Sol. 220x? + 256y? — 660x — 3.025 =0 y 28x? + 64y? — 84x — 49 = 0. 


CAPITULO 7 


La hipérbola 


DEFINICION, La hipérbola es el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias 
a los puntos fijos F(c, 0) y F(—c. 0) es constante e igual a 2a. Ver Figura (a). 


Figura (a) Figura (b) 


Sea P(x. y) un punto genérico cualquiera de la curva. 


Por definición, F'P — PF = 2a, o bien Vx + 0% + (y — 0} — v(x— 0% + (y —0)= 2a. 


Trasponiendo un radical. V(x + CY + (y — 0? = 2a + v(x —cY + (y — 0). 
Elevando al cuadrado y reduciendo términos, cx — a? = aVx— c+ y? 
Elevando al cuadrado y simplificando, (c? — a?)x? — a?y? = ac? — a?). 


; 23 ¿ Ben x? y 
Dividiendo por aXc? — a?), se obtiene la ecuación 7 — =—x3 = l. 
a e—a 


Como ce >a, c+ — & es positivo. Haciendo c? — a? = b? se obtiene la ecuación de la 
hipérbola con centro en el origen y focos en el eje x, 


e P, 
a? b? ' 
y x 
Si los focos fueran (0, c) y (0, —c), la ecuación sería de la forma -y — gr = 1. 


La expresión general de la ecuación de la hipérbola de centro en el origen y cuyos focos' 
estén sobre los ejes de coordenadas es 4x? — By? = +1, correspondiendo el signo más 
cuando los focos pertenezcan al eje x. 

Como la ecuación solo contiene potencias pares de x e y, la curva es simétrica con res- 
pecto a los ejes x e y y con respecto al origen. 

El eje real o transversal de la hipérbola es A A de longitud igual a 2a. El eje imaginario 
es B'B de longitud 2b. Ver Figura (b). 
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i i . Mi 

sE c va? +b TP j pe 

La excentricidad es e = ee F - Como vemos e > |, lo cual coincide con la f de 


definición general de sección cónica. Las ecuaciones de las directrices, DD y D'D, son i i 
a F ; a 2 E 
a cuando los focos están sobre el eje x, e y = + 7 cuando estén sobre el eje y. 
ha 
y 


Los vértices reales de la hipérbola son los puntos en los que la curva corta al eje real. 
Los otros dos vértices son imaginarios. 


; 2b? 
La longitud del /atus rectum es - P 
Las ecuaciones de las asintotas son: 


b : : 
P= EE cuando el eje real o transversal es el eje x. 


a ; ; 
e y= E E cuando el eje real o transversal es el eje y. 


Si el centro de la hipérbola es el punto de coordenadas (h, k) y el eje real es paralelo al 
eje x, la ecuación de la hipérbola es 


(x— h?  (y— k? 
a? Ei po 
Si el eje real es paralelo al eje y, la ecuación es 
(y — kY (x = h} 


a? p? 


l. 


Las ecuaciones de las asintotas son 


y—k= + r (x — h) si el eje real es paralelo al eje x, 


e y—k= + 5 (x — h) si el eje real es paralelo al eje y. 


La forma general de la ecuación de la hipérbola de ejes paralelos a los de coordenadas 
xe y es 


Ax*— By + Dx + Ey + F=0, 
siendo A y B del mismo signo. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


1. Hallar la ecuación de la hipérbola de centro el origen, eje real sobre el de coordenadas y y que pase 


por los puntos (4, 6) y (1, —3). 
Sustituyendo x e y por las coordenadas de los puntos dados en la ecuación 


y eE 36 16 9 A 
E p = | resultan, -7 wole p L 
Resolviendo este sistema de ecuaciones, a? = 36/5 y b? = 4. 
2 
Sustituyendo y simplificando, Ea Ea 1, o bien, 5y? — 9x? = 36. 


36 4 
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2. Hallar las coordenadas de los vértices y de los focos, las ecuaciones de las directrices, las corres- 
pondientes de las asintotas, la longitud del /atus rectum, la excentricidad y la representación gráfica 


de la-hipérbola 9x? — 163? = 144, 


-2 2 b 
Escribiendo la ecuación en la forma iz — 5 = 1 se tiene, a =4,b=3,¿= V16 +9 = 5. “eco 
Y 
/ 
E Los puntos reales de corte con los ejes son (-+-4, 0), y los focos (+ 5, 0). 
pi g 5 , ; : a 16 
La excentricidad e = eari las ecuaciones de las directrices son x = + qn + = 
Latus rectum = E A 3 
| atus re = de: e E 
j ; , b 3 
i Las ecuaciones de las asíntotas son y = + pi + 7* 
f 
a 
i z Problema 2 
| 3. Hallar la ecuación de la hipérbola de ejes paralelos a los de coordenadas y de centro el origen, sa- 
biendo que el latus rectum vale 18 y que la distancia entre los focos es 12. 
A US A o ES 
| (0-6) 
y Problema 3(a) Problema 3(b) 


Latus rectum = 2b?ja = 18, y 2c = 12. Luego b? = 9a y ¢ = 6. 
Como b? = c? — a? = 36 — a?, se tiene 9a = 36 — a?, o sea, a? + 9a — 36 = 0. 
Resolviendo. (a — 3) (a + 12) = 0 y a = 3, —12. Se desecha a = —12. 
Para a? = 9, b? = 36 — 9 = 27 y las dos ecuaciones pedidas son 

RE i ien, 322? — y! = 27 A A A 
a) 73 7 h e bien, 3x —» = 27, y y ; s 3y 5 


Ky 
Mo ea e O : l - a A A AAA 
AAA E E ERA ae AAA na 


NN 
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4. Hallar la ecuación de la hipérbola de focos (0, +3) y de eje imaginario igual a 5. 
5 25 11 
SS E toyptios poo Ol eaea 
Datos:c=3 yb z Luego a c b 9 4 T: 
E yt Sy y? X . à 
Sustituyendo en -a A l, se obtiene 11/4 — 5/4 = 1, o bien, 100y? — 44x? = 275. 
5, Hallar la ecuación de la hipérbola que tiene su centro en el origen, el eje real sobre el eje x, excentri- 
cidad ¿4/7 y latus rectum igual a 6. 
fas y pA /7 2 
Y tE = y , y latus rectum = 2 = 6, 0 sea, b? = 3a: 


Datos: e = = 
a 2 


Resolviendo el sistema a? + b? = A dy b? = 3a, se obtiene a? = 16, b? = 12 


i A E i EE E aT PO E T A 
Sustituyendo en ¿E pa = 1, la ecuación pedida es 16 17 = 1, o bien, 3x? — 4y? = 48. 

6. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuyo producto de distancias a las rectas 4x — 3y + 11 =0 

y 4x + 3y + 5 = 0 sea igual a 144/25, 
Sea P(x, y) un punto genérico cualquiera del lugar. Entonces, 
AS Ad q 1. 
—5 —5 ~ 
BA _B=Y a 
9 16 Es 


Simplificando, 16x? — 9y? -+ 64x + 18y — 89 = 0, o bien, 


que es la ecuación de una hipérbola que tiene por asíntotas las rectas dadas. 


Problema 6 Problema 7 
7. Hallar el lugar geométrico de los puntos (x, y) cuya distancia al punto fijo (0, 4) sea- igual a 4/3 de la 


correspondiente a la recta 4y — 9 = 0, 
— -= 4 [4y—9 
Ax — OP PAN e A EA 
v(x —0P +(x — 4) 3 ( 4 
2 x? 
= ], que es una 


Elevando al cuadrado y simplificando. 9x? — 7y? + 63 = 0, o bien, 


hipérbola. 
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8. Hallar la ecuación de la hipérbola que tiene su centro en el origen, un vértice en (6, 0) y por una 
de sus asíntotas la recta 4y — 3r = 0. 


si t i E 4 
Escribimos la ecuación de la asintota dada en la forma y = yY 


x? y? b b 4 
Las asintotas de — — — = I son y = + —x: Luego — = —; 
Pe p* ) a go a 3 
Ed 4a az x2 y? 
Como un vértice es (6, 0). a = 6 y b = iS 8, con lo que la ecuación es > 64 = 1, 


9. Hallar la ecuación de la hipérbola con centro en (—4, 1), un vértice en (2, 1) y semieje imaginario 
igual a 4, 
La distancia entre el centro y el vértice es 6; luego a = 6. 
El semieje imaginario es 4; luego b = 4. 
A oI 


PT 2 Es 3 
Q a E cd = |, se obtiene “—_— — ~ — = |. 


Sustituyendo en = de 36 16 


10. Dada la hipérbola 91? — 16y? — 18x — 64y — 199 
= 0. hallar a) el centro, b) los vértices, c) los fo- 
cos, d) las ecuaciones de las asintotas y e) efectuar 
su representación gráfica. 
Procediendo como se indica, escribimos la 
ecuación en la forma 


Ex h)? Mes k}? F 


z4; 
aè þ? 


Qx? — 2x + 1) — 16y? + 4y + 4) = 199 —-64 +9, 


Ux — 1} — 16(y +2)? = 144, 


(x — LI} aa 2y Ñ 


16 y 8 
Sol. aya. —2); b)({—3,—2). (5, —2); 0) (4, —2), (6, —2);: d)y+2= + Te 1). se 
11. Hallar la ecuación de la hipérbola que pase por el punto (4, 6) y cuyas asíntotas sean y = +V3x. s 
-2 2 
Las asíntotas de la hipérbola + — 5 = | son y= + 2 Ns 


> 2 mA E. Se Ll e 
Operando, > E go bien, 3 5 O y ea 0. 


ï ; F 3 y? ; 
Como el producto | -- — EN pá -+ = |= Ż— — Z = 0, se deduce que las ecuaciones de las 
a b a b a? b? 


xe y? 

asintotas de e] 
niendo en factores. 

En este problema, pues, la ecuación de la hipérbola toma la forma 


= | se pueden determinar anulando el término independiente y descompo- 


(y — V3x) (y + V13x) = C (constante). 
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Sustituyendo las coordenadas del punto (4, 6), (6 — 4v3) (6 + 4v3) = C = —12. 
Luego la ecuación pedida es (y — V3x)(y + W3x) = —12, o bien, 3x2 — y? = 12, 


Definición. Dos hipérbolas son conjugadas si los ejes real e imaginario de una de ellas son, respectiva- 
mente, el imaginario y real de la otra. Para hallar la ecuación de la hipérbola conjugada de una dada 
no hay más que cambiar en ésta los signos de los coeficientes de x? e y?. 


y 


A Sa as n w3 a 
12. Deducir la ecuación de la hipérbola conjugada de o ie |. Hallar las ecuaciones de las asinto- 


tas y las coordenadas de los focos de ambas hipérbolas. 
sy Ey : x y? 
La ecuación de la hipérbola conjugada es — 3 + 16 =h 


En las dos hipérbolas, c = v9 + 16 = 5. Luego las coordenadas de los focos de la hipérbola 


dada son (+5, 0), y los de la conjugada (0, + 5). 


i , 4 s -oy 
Las ecuaciones de las asíntotas, y = + z *, son las mismas para las dos hipérbolas. 


13. Hallar el lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuyo producto de las pendientes de las rectas que 
los unen con los puntos fijos (—2, 1) y (4, 5) es igual a 3. 


E nd. e= ) = 3. Simplificando, 3x? — y? + 6y — 6x — 29 = 0, una hipérbola. 


7 
14. Demostrar que la diferencia de las distancias del punto (s a E E la hipérbola 64x? — 36y? = 2.304 
a los focos es igual a la longitud del eje real. Estas distancias son los radios focales del punto. 


-2 2 o 
Escribiendo la ecuación en la forma z — s = |. Por tanto, c = 4 436 4 64 = 410. 


La longitud del eje real es 2a = 12. 


Las diferencias de las distancias del punto (s 8 a ja los focos (+ 10, 0) es 


e — o = 
a+ 10» + a) ep (E a 


8v7 
3 


PROBLEMAS PROPUESTOS 


1. Hallar a) los vértices, b) los focos, c) la excentricidad, d) el /atus rectum, y e las ecuaciones de las 
asíntotas de las hipérbolas siguientes: 
(1) 4x2? —45y? = 180; (2) 49y?— 16x? = 784; (3) x?— y? = 25. 
A 7v5 8v5 2v5 
Sol. (1) a)(+3v5,0); b)(7,0); c) E d) e, e y= + es. 
— /65 49 4 
2) 0,44 bD OVE; 0) q ds dy GA 


(3) a) (+5,0); b)(£5V2,0); c) VĒ: d) 10; e) y=+x. 


10. 


11. 


12. 


14 


15 


16. 
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Hallar las ecuaciones de las hipérbolas que satisfacen las condiciones siguientes: 


a) Eje real 8, focos (+5, 0). Sol. 9x? — 16y? = 144. 
b) Eje imaginario 24, focos (0, + 13). Sol. 144y? — 25x? = 3.600. 
c) Centro (0, 0), un foco (8, 0), un vértice (6, 0). Sol. 7x? — 9y? = 252. 


Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a los dos puntos fijos (0, 3) 
y (0, —3) sea igual a 5. Sol. 44y? — 100x? = 275. 


Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto fijo (0, 6) sea igual a 3/2 de la corres- 
pondiente a la recta y — 8/3 = 0. Sol. Sy? — 4x? = 80. 


Hallar la ecuación de la hipérbola de centro el origen, eje real sobre el eje de coordenadas y, longitud 
del /atus rectum 36 y distancia entre los focos igual a 24. Sol. 3y? — x? = 108. 


Hallar la ecuación de la hipérbola de centro el origen, eje real sobre el eje de coordenadas y, excen- 
tricidad 2v3 y longitud del /atus rectum igual a 18. Sol. 121y?—11x? = 81, 


. Hallar la ecuación de la hipérbola de centro el origen, ejes sobre los de coordenadas y que pase por 


© 


los puntos (3, 1) y (9, 5). Sol. x?— 3y? = 6. 


Hallar la ecuación de la hipérbola de vértices (+6, 0) y asíntotas 6y = +7x. 
Sol. 49x? — 36y? = 1.764. 


Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancia a los puntos fijos (—6, —4) 
¡di o O E AN 


9 7 h 


y (2, —4) sea igual a 6. Sol. 


Hallar las coordenadas de a) el centro, b) los focos, c) los vértices, y d) las ecuaciones de las asinto 
tas, de la hipérbola 9x? — 16y? — 36x — 32y — 124 = 0. 


Demostrar que el lugar geométrico de los puntos cuyo producto de las pendientes de las rectas que 
los unen con los puntos fijos (—2, 1) y (3, 2) es igual a 4, representa una hipérbola. 
Sol. 4x? — y? — 4x + 3y — 26 = 0. 


Hallar el lugar geométrico de los puntos cuyo producto de distancias a las rectas 3x — 4y + 1 = 0 
y 3x + 4y — 7 = 0 sea 144/25. ¿Qué curva representa dicho lugar? 
Sol. 9x? — 16y? — 18x + 32y — 151 = 0. Hipérbola. 


. Hallar la ecuación de la hipérbola de centro (0, 0), un vértice en (3, 0) y ecuación de una asíntota 


2x — 3y = 0. Sol. 4 — y? = 36. 
Hallar la ecuación de la hipérbola conjugada a la del Problema 13. Sol. 9y?--4x? = 36. 
Dibujar Jas hipérbolas siguientes y hallar sus puntos de intersección. 
x?— 2y? + x+ 8y— 8=0, 
3x? — 4y? + 3x + l6y — 18 = 0. 
Sol. (1,1), (1, 3), (22, 1), (—2, 3). 
Demostrar que la diferencia de distancias del punto (s 23) de la hipérbola 9x? — 16y? = 144 a 


los focos es igual a la longitud del eje real. Estas distancias son los radios focales del punto. 


CAPITULO 8 


Transformación de coordenadas 


INTRODUCCION, En geometría analítica, al igual que en física, es muy importante elegir un 
sistema de coordenadas, o referencia, adecuado con objeto de simplificar al máximo las 
ecuaciones y que el proceso de resolución sea lo más rápido posible. Ello se realiza mediante 
una transformación de ejes coordenados cuyo proceso general se puede considerar reducido 
a dos movimientos, uno de rraslación y otro de rotación. 


TRASLACION DE EJES. Sean OX y OY los ejes 
primitivos y O'X’ y O'Y’, paralelos respectiva- 
mente a los anteriores, los nuevos ejes. Sean 
también (h, k) las coordenadas de O” con res- 
pecto al sistema inicial. 

Supongamos que (x, y) son las coordenadas 
de un punto P con respecto a los ejes primitivos, 
y (x, y”) las coordenadas, del mismo punto, res- 
pecto de los nuevos. Para determinar x e y en 
función de x’, y”, h y k se tiene: 


x= MP=MM'+ MP =h>+x e 
y=NP=NN'+NP =k+ y 


Por tanto, las ecuaciones de la traslación 
de ejes son: 
r=x Fh. ) 


ROTACION DE EJES. Sean OX y OY los ejes pri- 
mitivos y OX’ y OY’ los nuevos, siendo O el 
origen común de ambos sistemas. Representemos 
por 0 el ángulo X'OX de la rotación. Suponga- 
mos que (.x, y) son las coordenadas de un punto P 
del plano con respecto a los ejes primitivos, 
y (x”, y”) las coordenadas, del mismo punto, 
respecto de los nuevos. Para determinar x e y 
en función de x’, y” y 0, se tiene: 


x=0M=0ON— MN 

= x’ cos 0 — y sen 0 e 
y = MP = MM' + MP = NN' + MP 

= x' sen 0 + y cos 0. 


Por tanto, las fórmulas de ia rotación 0 de los ejes coordenados son: 


x = x cos 0 — y' sen O, 
y = x' sen 0 + y cos 0. 
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PROBLEMAS RESUELTOS 


l. Hallar la ecuación de la curva 21? 4 3y? — 8x + 6y = 7 
cuando se traslada el origen de coordenadas al punto (2, —1). 


Sustituyendo x= xv +2, y- v - lo en la ecuación 
dada se obtiene 


UX + 292 + 3)" —— I 8e 4 2) + 6 — 1) == 7. 


Desarrollando y simplificando, se llega a la ecuación de la 
curva referida a los nuevos ejes. 


2x4 3y?= 18. 


Esta es la ecuación de la elipse con centro en el nuevo 
origen, con el eje mayor sobre el eje x’ y de semiejes a = 3, 


b= v6. 


2. Por medio de una traslación de ejes, transformar la ecuación 3x* — 4)? + 6x + 24y = 135 en otra 
en la cual los coeficientes de los términos de primer grado sean nulos. 


Sustituyendo x e y por los valores x' + he yv + k. respectivamente, 
I(x + hP — Aly + kP t Oa + h) + 24(y" + k) = 135, 0 bien 
3x? — 4y? + (6h + 6)x" — (8k — 24)" + 3h? —4k? + 6h + 24k = 135, 
De 6h + 6 = 0 y 8k — 24 = 0 se obtiene h = — | y k = 3, con lo cual resulta 
3x’? — 4y? = 102. 


Esta es la ecuación de una hipérbola con centro en el origen, eje real o transversal sobre el eje x 
y semieje real igual a v34. 


Otro método. A veces, para eliminar los términos de primer grado de una ecuación, se sigue el 
método que se da a continuación. 

Sumando y restando los términos que se indican (para completar cuadrados) en la ecuación 
dada 3x? — 4y? + 6x + 24y = 135, 


resulta 3? + 2x 4- 1)— 4y? — 6y -, 9) = 102, 
o bien. Ax + 19 — 4 — 3} = 102. 
Sustituyendo x + 1 por x’ e y — 3 por y” resulta 
3x2 — 4y? = 102. 


3. Deducir la ecuación de la parábola x?— 2xy + y? + 2x — 4y + 3 = 0 cuando se giran los ejes 
un ángulo de 45°. 


x = x’ cos 45° — y' sen 45° = LA e y= x sen 45° + y cos 45” = E A 
v2 v2 


ed estos valores en la ecuación dada 


EDAD NED ADA 
Y? v2 v2 v2 


Desarrollando y simplificando se obtiene 2y'?— v2x' — 3y/2y' + 3 = 0, que es la misma 
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n 3V2 3v2 : ; 
paralela con su vértice en NE y su eje paralelo el nuevo eje x. 


4, Hallar el ángulo de rotación de ejes necesario para eliminar el término en xy de la ecuación 7x? 
— 6V3xy + 13y? = 16. 


Sustituyendo en la ecuación dada x = x’ cos 0 — y' sen 0 
e y = x' sen 0 + y' cos b. Se obtiene, 
Nx cos 0 — y’ sen 0)? — 6V Ax" cos 0 — y' sen 0) (x' sen O + y' cos 0) 
+ 13(x' sen 0 + y' cos 0)? = 16. 
Desarrollando y reduciendo términos semejantes, 
(7 cos?0 — 6v3 sen O cos 0 + 13 sen?0)x'? + [12 sen 0 cos 0 — 6v3 (cos*0 — sen?0)]x'y' 
+ (7 sen?0 + 6v3 sen O cos 0 + 13 cos*0)y? = 16. 
p Para eliminar el término en x'y”, igualamos a cero el coeficiente de dicho término y despejamos 0, 


12 sen 0 cos 0 — 6v3 (cos?0 — sen?0) = 0, o 


Luego tg20 = v3, 20 = 60°, de donde 0 = 30°. 


Sustituyendo este valor de 0, la ecuación se reduce a x’? + 4y'? = 4, que representa una elipse 
de centro en el origen y que tiene sus ejes sobre los nuevos. Los semiejes mayor y menor son, respec- 
tivamente, a = 2, b = 1. 


LA FORMA MAS GENERAL de la ecuación de segundo grado es 
Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F=0. 


En el estudio general de esta ecuación, se demuestra que el ángulo 0 que se deben girar los ejes 
para eliminar el término en xy viene dado por 


B 
o 


tg 20 = 4 


5. Mediante una traslación y una rotación de ejes, reducir la ecuación 
5x? + 6xy + 5y? — 4x + 4y—4=0 
a su forma más simple. Hacer un esquema en el que figuren los tres sistemas de ejes coordenados. 
Para eliminar los términos de primer grado hacemos x = x’ + h, y = y! +k. 
Mx" + PH 6 + MO +K) +50 + 9 A + h) + 4(y' + k)—4=0. 
Desarrollando y agrupando términos, 
5x2 + 6x y" + Sy? + (10h + 6k —4)x" +(10k + 6h + 4)y" + Sk + 6hk + 5k? — 4h + 4k —4=0. 


Resolviendo el sistema formado por 104 + 6k — 4 = 0 y 10k + 6h + 4 = 0 se obtiene h = 1, 
k = —1, Luego la ecuación se reduce a 


Sx? + 6x'y' + 5y? = 8. 
B 6 


Para hallar 0, se emplea la fórmula tg 20 = E SEA Por tanto, 20 = 90°, 0 = 45", 
Las ecuaciones de la rotación son x’ =% 2 ¿y E ; 
v2 v2 


A A do x: aer T A d 
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Sustituyendo, 


i el —y" 2 q — y" x" + y" 
v2 ) v2 ) | v2 ) 


Desarrollando y simplificando, la ecuación se re- 
duce a 
4x"? + y"? = 4, 


que es una elipse con sus ejes sobre los x” e y”, con cen- 
tro en el nuevo origen, semieje mayor 2 y semieje menor 
igual a 1. 


LA ECUACION GENERAL Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0, excepto en casos particulares, 
corresponde a una sección cónica. Se demuestra que si el discriminante Po 


B?—4AC <0, la curva es una elipse, 
B? —4AC =0, la curva es una parábola, 
B? — 44C > 0, la curva es una hipérbola. 
En los casos particulares, la ecuación puede representar (degeneración) dos rectas, un punto 
o rectas imaginarias. 
6. Hallar la naturaleza de la curva representada por la ecuación: 4x? — 4xy + y? — 6x + 3y + 2=0. 


Como B? — 4AC = 16 — 16 = 0, puede ser una parábola. 
Agrupando términos, esta ecuación se puede descomponer en factores, 


(4x? — 4xy + y?) — 3(2x— y) +2 = 0, 
(2x — y? — 3(2x — y) + 2 = 0, 
(2x — y — 1) (2x — y — 2) = 0. 


Se trata de las dos rectas paralelas, 2x — y — | = 0 y 2x — y— 2 = Q. 


7. Determinar la naturaleza del lugar geométrico representado por la ecuación 9x? — 12xy + 7y? + 4 =0. 


En este caso, B? — 44C = (144 — 252) < 0, que es la condición necesaria para la elipse. 
Sin embargo, escribiendo esta ecuación en la forma 


(3x — 2y* + 39 +4 =0 


se observa que no se satisface para valores reales de x e y. Por tanto, el lugar en cuestión es ima- 
ginario. 
Otro método consiste en despejar y en función de x, 


+12x + V(12xP— 47)(92 +4) — +6x + v—(27x? + 28) 
Y = ——— = Aa OO gg ASA, 
2(7) 7 
El lugar geométrico dado es imaginario para todos los valores reales de x. 
8. Eliminar los términos de primer grado en la ecuación 3x? + 4y? — 12x + 4y + 13 = 0. 


Sumando y restando términos, para completar cuadrados, 3(x? — 4x + 4) + 40? + y + $ =0, 
o sea, 3(x — 2% + 4y +} =0. 


Haciendo x — 2 = x' e y +)= y" se obtiene 3x? + 4y”? = 0, 
Esta ecuación solo se satisface para x” = 0, y" = 0, que es el nuevo origen. 


El lugar geométrico representado por la ecuación original se reduce a un punto (2, —4). 
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9. Simplificar la ecuación siguiente: 4x? — 4xy + y? — 8 1Sx— 16V5y = 0. 


Como B? — 44C = 0, puede iratarse de una parábola. 
En el caso de la parábola, conviene girar los ejes antes de efectuar la traslación. 
4 4 3 


tg 20 = e = — y + De donde cos 20 = en 


Como cos 20 = 2 cost) — | = — 


l | 
COs U ==, COS = ==, sen H — 
5 y 


v5 
r n x — 2y 2x +y f 

Las ecuaciones de la rotación son x = =-=, y=  -_%-. Sustituyendo, 
è vS VS 

—2y y2 zA 9 
i Aea la x le a za avs a a r a 
h v5 v5 vV v5 
E k 
; Desarrollando y simplificando se obtiene y? — 8x' = 0, que es una parábola. 


Problema 9 Problema 10 


10. Simplificar la ecuación xy — 2y — 4x = 0. Hacer un esquema con los tres sistemas de ejes. 
Como B? — 4AC = | >0, la curva, si existe, es una hipérbola. 
| Sustituyendo x = x + h, y = y” + k, se obtiene. 
(x + hO + kh Ay + k)— Aa + h) = O, o bien, 
Ny +(k —4)x" + (h — 2)" hk — 2k — 4h = 0. 


Para k = 4, h — 2, se llega a la ecuación xy” = 8. 


: l ; 
Para hallar el ángulo de la rotación: tg 20 = g 20 = 907, 0 =F, 


1 Lie? = EL a E (z E p TF )- 8. 
A V V 2 v2 


Simplificando, la ecuación final es x“? — y“? — 16, una hipérbola equilátera. 


11. Hallar la ecuación de la cónica que pasa por los puntos (1, 1), (2, 3), (3, —1), (23. 2), (—2. —1). 
Dividiendo por A la ecuación general de segundo grado, 


i *+Bxy COP Dx + Ey++P=0. 


TRANSFORMACION DE COORDENADAS 71 
Sustituyendo las coordenadas de los puntos por v e y, 


BUY C DA E AF anul 


6B" + 9C' + 2D" + 3E'+"F" = —4 
—3B' + C 3D — E 4 F = —9 
—6B' + 4C' — 3D' + 2E' + F' = —9 
BH Ç =p a Eq Fi=s=<4 
; ; 8 13 l 19 22 
Resol d SIS BS =, C = L —, J = a E e LR A 
esolviendo el sistema. B 9 € 5 L 5 E g` F ş 


Sustituyendo estos valores en la ecuación original y simplificando resulta 
9x? + 8xy — 133? — y + 19y — 22 = 0. 
Como B? — 44C = (64 4 468) > 0, la cónica es una hipérbola. 


Otro método de resolver este problema es el siguiente. 

La ecuación de la recta AB es x— 5y + 13 =0, y la de CD 
es y + I = 0. La ecuación de este par de rectas es (y + 1)(x— Sy 
+ 13) = xy — 5y? +x 4 8y + 13 = 0. 

Análogamente, la ecuación del par de rectas AD y BC es 
121? + Ivy + y? — 5x —4y—77 =0. 

La familia de curvas que pasan por los puntos de intersección 
de estas rectas es 


xy — SY ox + 8) + 13 + (123? + 7xy + 92 — 5x —4y — 77) = 0, 
Para determinar la curva de esta familia que pase por el quinto punto (1, 1), se sustituyen x e y 
por las coordenadas de éste y se despeja el valor de k; se obtiene k = 3/11. 
Para este valor de k, la ecuación es 


9x? + 8Bxy — 13y? — y + 19y — 22 =0. 


PROBLEMAS PROPUESTOS 


Aplicando las fórmulas de la traslación de ejes, x = x’ + h, y = y' + k, reducir las ecuaciones si- 
guientes a su forma más simple y establecer la naturaleza de ia figura que representan. 


a) y —6y —4x +5=0. Sol. y? = 4x. Parábola. 

b) x? + y? + 2y — 4y — 20 = 0. Sol. x? + y? = 25. Circunferencia. 

c) 3x? — 4y? + 12x + 8y —4 = 0. Sol. 3x? — 4y? = 12. Hipérbola. 

d) 2x? 4 3y? — 4x -+ 12y — 20 = 0. Sol. 2x? + 3y? = 34. Elipse. 

e) x? + 5y? + 2x — 20y +25 = 0. Sol. x? + 5y? 4+ 4=0. Elipse imaginaria. 


Eliminar los términos de primer grado de las ecuaciones siguientes completando cuadrados perfectos. 


a) x? + 2y? — 4x + 6y — 8 = 0. Sol. 2x? 4 4y? = 33. 
bh) 3x? — 4y? — 6x — 8y — 10 = 0. Sol. 3x? — 4y? = 9. 
c) 2x? + 5 — 12x + 10y — 17 = 0. Sol. 2x? + Sy? = 40. 


d) 3x? + 3y? — 12x + 12y—1=0. Sol. 3x? + 3y? = 25. 


| 


10. 


11. 


12. 
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Por medio de una traslación de ejes. eliminar los términos de primer grado de la ecuación 2xy — x — y 
+4 =0, Sol. 4xy+37=0. 


Por medio de una traslación de ejes, eliminar los términos de primer grado de la ecuación x? + 2xy 
+ 3y? + 2x —4y—1=0,. Sol. 2x? + 4xy + 6y — 13 =0. 


Hallar la naturaleza de las cónicas siguientes teniendo en cuenta el valor del discriminante B? — 44C. 


a) 3x2 —10xy + 3y? + x—32 = 0. Sol. Hipérbola. 

b) 413? — 84xy + 76y? = 168. Sol. Elipse. 

c) 1612 + 24xy + 9y? — 30x + 40y = 0. Sol. Parábola. 

d) xy +x—2y+3=0. Sol. Hipérbola. 

e) 12—4xy + 4y? = 4, Sol. Dos rectas paralelas. 


. Por medio de una rotación de ejes, simplificar la ecuación 9x? + 24xy + 16y? + 90x — 130y = 0 


y hallar la naturaleza de la figura que representa. Sol. x?—2x—6y=0. Parábola. 


. Por medio de una rotación de ejes de valor Y = arc tg 3 simplificar la ecuación 


9x? + 24xy + 16y? + 80x — 60y = 0. 


Hacer un esquema con ambos sistemas de ejes. Sol. x?— 4y = 0. 


. Simplificar las ecuaciones siguientes por medio de una transformación adecuada de ejes y dibujar 


la figura que representan así como los sistemas de ejes. 


a) 9x? + 4xy + 6y? + 12x + 36y + 44 =0, Sol. 2x? + y? =2. 

b) 2—10xy +4y+x+y3+1=0. Sol. 32x? — 48y? = 9. 
c) 17x? — 12xy + 8y? — 68x + 24y — 12 = 0. Sol. x? + 4y? = 16, 
d) 2x2 + 3xy + 4y? + 2x— 3y +5=0. Sol. Imaginaria. 


. Hallar la ecuación de la cónica que pasa por los puntos (5, 2), (1, —2), (—1, 1), (2, 5) y (—l1, —2). 


Sol. 49x? —SSxy + 36y? — 110x — 19y — 231 = Q. Elipse. 


Hallar la ecuación de la cónica que pasa por los puntos (1, 1), (—1, 2), (0, —2), (—2, —1), (3, —3). 
Sol. 16x? + 46xy + 49y? + l6x + 23y — 150 = 0. Elipse. 


Hallar la ecuación de la cónica que pasa por los puntos (4, 1), (2, 2), (3, —2), (4, —1), (1, —3). 
Sol. 17x2— 16xy + 54y? + Ilx + 64y — 370 = 0. Elipse. 


Hallar la ecuación de la cónica que pasa por los puntos (1, 6), (—3, —2), (—S, 0), (3, 4), (0, 10) 
Sol. xy—2x +y>—10=0. Hipérbola. 


CAPITULO 9 


Coordenadas polares 


COORDENADAS POLARES. En lugar de fijar la posición de un punto del plano en función de 
sus distancias a dos rectas perpendiculares es preferible, a veces, hacerlo en función de su 
distancia a un punto fijo y de la dirección con respecto a una recta fija que pase por este 
punto. Las coordenadas de un punto, en esta referencia, se llaman coordenadas polares. 


El punto fijo O se denomina polo y la recta fija OA se llama 


eje polar. 
Las coordenadas polares de un punto P se representan por 
(r; 0), siendo r la distancia OP y 0 el ángulo AOP. La distancia r P(r,6) 
medida desde O hasta P es positiva. Igual que en trigonometria, 
| el ángulo 0 es positivo cuando se mide en sentido contrario al r 
| de las agujas del reloj; r es positivo cuando se mide desde el polo 
al punto, y negativo en caso contrario. 6 
o A 


e « . . . 
Si r y 0 están relacionados por una ecuación cualquiera, se 
pueden asignar valores a 0 y determinar los correspondientes de +. 
f Los puntos que resultan constituyen una linea, recta o curva, definida. 


SIMETRIAS. Igual que ocurre en el caso de coordenadas cartesianas rectangulares, cuando se 
emplean coordenadas polares también se dispone de criterios para averiguar las simetrias 
que puede presentar una linea o lugar geométrico cualquiera. 


Si la ecuación no se modifica al sustituir O por —9, la curva es simétrica con respecto 
al eje polar. 


La curva es simétrica con respecto a la perpendicular al eje polar que pasa por el polo 
cuando la ecuación no varía al sustituir 0 por x — 0. 


Una curva es simétrica con respecto al polo cuando la ecuación no varía al sustituir r 
por —r, o cuando se sustituye 0 por z + ô. 


RELACION ENTRE LAS COORDENADAS RECTANGULARES Y POLARES. 


Consideremos al punto P(r; 0) y supongamos que el eje 
polar OX y el polo O son, respectivamente, el eje x y el origen 
de un sistema de coordenadas rectangulares. Sean (x, y) las 
coordenadas rectangulares del mismo punto P. En estas con- 


diciones, 
7 x = r cos l, 
y = rsen 0, 
r= Vx + py, 
y 0 = arct A 
ET 
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4. 


S 


6. 


COORDENADAS POLARES 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Hallar la distancia entre los puntos P (ri; O1) y PAra; 0»). 
Como se conocen dos lados de un triángulo y el án- 


gulo que forman, el tercer lado se puede determinar me- 
diante el teorema del coseno. 


PP, = Vr2 + rè — 2r,r, cos (0, — 0). 


Hallar la distancia entre los puntos (6; 15°) y (8; 75°). 


Aplicando la fórmula del Problema 1, d = v6? + 8? — 2(6) (8) cos (75° — 15°) 
= 136 + 64 — 96(4) = 24/13. 


Hallar la ecuación en coordenadas polares de la circunferencia de centro (r,; 0,) y radio a. 
Sea (r; 0) un punto genérico cualquiera de la circunferencia. 
Del triángulo de la figura se obtiene la ecuación a? = r? + r? — 2rr, cos (0 — 0,) 


o bien, r?— 2rr cos (0 — M,) + rè = æ. 


Problema 3 Problema 4 


Hallar la ecuación de la circunferencia de centro (a; 0°) y radio a. 


Se tiene, 0, = 0°. Del triángulo se deduce, a? = r? + a? — 2ra cos 0. 


Luego la ecuación pedida es r? = 2arcos O o r= 2a cos 0, 
Hallar el área del triángulo cuyos vértices son los pun- 
tos (0; 0), (r1; 0,) y (r2; 8o). 


Area = KOP,) (A) 
H(r,)r2 sen (0, — 0,) 


rira sen (0, — (,). 


Il 


Pin, 8) 


Hallar el área del triángulo cuyos vértices son les puntos 
(0: 0), (6; 20%) y (9: 50°). 


Area = jr,r, sen (0, — 9) = 4(6) (9) sen (50° — 20°) = 13,5 unidades de superficie. 


A a 
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7. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto (2; 30°) y es perpendicular al eje polar OX. 
Sea (r; 0) un punto genérico cualquiera de la recta. 


v3 S 


Se tiene r cos 0 = 2 cos 30° = a > ) — v3. o bien, r cos 0 = v3. 


Problema 7 Problema 8 


Dc 


Pp 


8. Hallar la ecuación en coordenadas polares de una recta paralela al eje polar OX y situada por de- 
bajo de él a una distancia de 4 unidades. 


APA 


Sea (r; —0) un punto cualquiera de la recta L. 
Se tiene r sen (—0) = 4, o sea. r sen 0 +4 = 0, 
Nota. cos (—0) = cos 0; sen (—0) = — sen 0, 
9. Hallar la ecuación de la recta que pase por el punto (4; 30°) y forme en ángulo de 150° con el eje 
polar. ; 


Sea (r; 0) un punto cualquiera de la recta. 


Se tiene, OA = r cos (0 — 60) = 4 sen 60”, o bien, r cos (0 — 60°) = 243. 


(1.9) 


Problema 9 Problema 10 


10. Hallar la ecuación de la recta que pase por el punto (4; 1207) y sea perpendicular a la que une (4; 120°) 


con el polo (0; 0). Sea (r; 0) un punto genérico cualquiera de la recta. 


Las rectas L y d son perpendiculares. Por tanto, d = r cos (0 — 1207) y la ecuación de L es r cos 
(0 — 120%) = 4, 

La ecuación r cos (6 — 120°) = 4 es la forma polar de la forma normal de la ecuación de la 
recta en coordenadas rectangulares, siendo p = 4 y į = 120°. 


11. Hallar el lugar geométrico de los puntos P(r; 0) de manera 


10) 
que MP 7 e (constante). 


MP = NO 4+ OQ =p +rcos 0. 
Como OP =e(MP), r=e(p + r cos 0) 


ep 
l—ecos 60 ' 


o r= 


A A 
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Si D'D estuviera a la derecha del polo O, la ecuación seria 


__ e 
| +ecosf' 


Como el punto (r; €) se mueve de forma que la relación de sus distancias al punto fijo O, polo, 
y a la recta fija D'D es constante e igual a e, la curva es una cónica cuya naturaleza depende del va- 
lor de e. 


Si la recta fija D'D es paralela al eje polar, la ecuación toma la forma 


r= Cp 
— l+esenl’ 
s r 12 
12. Hallar la naturaleza de la cónica definida por la ecuación r = —————ñ. 
4 + 3cos 0 
Dividiendo numerador y denominador por 4 se obtiene la ecuación r = E A , 
Il +3¿cos 0 


= Luego e = Ẹ y la curva es una elipse. 


Como ep = 3, o sea, jp = 3, se obtiene p = 4, con lo cual, la directriz D'D es perpendicular 
al eje polar y está a 4 unidades a la derecha del polo. 


13. Hallar la ecuación en coordenadas polares de la elipse 9x? + 4y? = 36. 
Aplicando las relaciones x = r cos 9, y = r sen 0, y sustituyendo en la ecuación dada se obtiene 


9r? cos? + 4r? sen? = 36, o bien, r4 + 5 cos*0) = 36. 


14. Escribir la ecuación siguiente en coordenadas rectangulares: 


r? — 2r(cos 0 — sen 0) — 7 = 0. 


Sustituyendo r = Vx? + y?, 0 = arc tg z, se obtiene la ecuación 


E T X y : > 
A+ y—2Vx + y? = —— | —7 = 0, 0 bien, X + y —2x + 2y —7 =0, 
d j lua Vx =) j j 


que es una circunferencia de centro (1, —1) y radio 3. 


15, Escribir la ecuación siguiente en coordenadas rectangulares: 
p= 3 o bien r(] — cos 8) = 4 
~ l-—=cos h’ is 
Xx m X 
Sustituyendo r = Vx? + y? y cos O = se obtiene Vx? + y? ( — ——— | = 4. 
Vx + y : Vx + y 


Simplificando, Vx? + y?—x= 4, o bien Vx? + y? =x 44, 


Elevando al cuadrado, x? + y? = x? + 8x + 16, o bien, y? — 8x — 16 = 0, que es la ecuación 
de una parábola de vértice (—2, 0) y simétrica con respecto al eje x. 


16. Escribir la ecuación siguiente en coordenadas rectangulares e identificar la curva. 


1 
1 — 2sen 0 ` 


ff == 


| 
t 
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; — | 
Sustituyendo, Vx +p = -= 


T: 
VF 
adas —— Vx + y? Al 
Simplificando, ya? + y E $ ass OA o bien, Va? — yev + y? — 2y— 1) =0. 


Vx? +4 y2— 2) 
Pero Vx? 4 y? = 0 solo para x = y = 0. 


Elevando al cuadrado y simplificando la ecuación Vx? + y? — 2y — | = 0 se obtiene x?— 3y? 
— 4y — | = 0; se trata de una hipérbola. 


17. Hallar las coordenadas de los puntos de intersección de las curvas siguientes: 
(1) r=1—cos 0 
(2) r = sen 40. 
Sabemos por trigonometria que | — cos 0 = 2 sen? }0. 
Por tanto, 2 sen? $0 = sen 30, o bien, sen }0 (2 sen $0 — 1) = 0. De donde, sen ( = 0, 4. 
Para sen 30 = 0, 0 = 0°; para sen 40 = }, 30 = 30°, 150°, y 0 = 60°, 300°. 


Luego las coordenadas de los puntos de intersección son (0, 0°), (4, 60°), (4, 300°). 


18. Hallar el centro y el radio de la circunferencia r? + 4r cos 0 — 443 r sen 0 — 20 = 0, 
Aplicando la ecuación de la circunferencia dada en el Problema 3 y desarrollando se obtiene 
r? — 2r(r, cos 0, cos O + r, sen 0, sen 0) -+ rè — a -0 
o bien, r? — 2r, cos O, r cos O — 2r, sen 0, rsen 0 + ra? = 0. 
Comparando la ecuación dada con esta última, 
(1) —2r,cos 0, = 4, (2) 2r,sen 0, =4vV3, y (3) r2—a? = —20. 
Dividiendo la ecuación (2) por (1), tg 0, = —v3, 0, = 120". 
Sustituyendo en (1), —2r(—J) = 4, de donde, r; = 4. De (3), 16 — a? — —20, a = 6. 


Luego el centro de la circunferencia es el punto (4: 120”) y su radio vale 6. 


19. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuyo producto de dis- 
tancias a los dos fijos (—a; 0°) y (a; 0°) sea igual a a?, 


Del triángulo AOP se deduce, 


AP = va? + r? — 2ar cos (180° — 0) = Va? + r? + 2arcos 0. 


Del triángulo BOP, PB = Va? + r?— 2ar cos 0. 


APMPB) = y DE APA cosh = al DON h 
(AP)(PB) = v(a + r? — 4a?r? cos?) = a. E E. 0 r 

Elevando al cuadrado, at + 2a?r? + rt — 4a?r? cos?) = al, 

Simplificando, r* + 2a?r? — 4a?r? cos?) — 0, o bien, rr? + 2a? — 4a? cos?) = 0. 

Luego la ecuación pedida es r? + 2a? — 4a? cost) -= 0. 


o sea, r? = 2a?(2 cos? — 1) = 2a? cos 20. (Lemniscata. Ver Problema 25.) 
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20. Un segmento de longituc 2a tiene sus extremos sobres dos rectas fijas 
perpendiculares. Hallar el lugar geométrico de! pie de la perpendicular 
trazada desde el punto dz intersección de las rectas al segmento. 


Sea una de las rectas fijas el eje polar y el punto de intersección de las 
rectas dadas el polo. 


Se tiene OA = OP sec) = ABcos(90” -- 0) 
es decir. rsec 0 = 2a cos (90° — 1)) 


> 
cos 0 


o bien. = 2a sen 9. 


Luego r = 2a sen f cos 0, de donde, r — a sen 26. (Trébol de cuatro hojas.) 


21. Estudiar y dibujar el lugar geométrico de ecuación r = 10 cos f. 


Como cos (—}) = cos l, la curva es simétrica con respecto al eje polar. El ángulo 0 puede tomar 
cualquier valor, pero r varía de Oa +10; luego la curva es cerrada. 

Para hallar puntos de ella, damos valores a 0 y calculamos los correspondientes de r. Por el 
Problema 4 sabemos que el lugar dado es una circunferencia de radio a = 5 y centro en el eje polar. 


150 180" 


— 1 
—8,7 | —10 


135° 120° 90° 60 45 


150° 150° 


Problema 21 Problema 22 


3 


22. Dibujar la curva o lugar geométrico de ecuación r — ESTA 


Como cos (—0) = cos 0, la curva es simétrica con respecto al eje polar. 


180%, r — 1. La curva es abierta. 


23. Dibujar el trébol de tres hojas de ecuación r = 10 sen 36. 


Como el seno es positivo en los cuadrantes 1.” y 2.” y negativo en los 3.? y 4.*, la curva es simé- 
trica con respecto a la recta perpendicular al eje polar trazada por el polo. 
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El valor de r es cero cuando 30 sea 0”, 180°, o algún múltiplo de 180”, es decir, para 0 = 0°, 

60°, 120°, ... Por el contrario, r alcanza un máximo cuando 30 = 90”, 270°, o algún múltiplo impar 
de 90”, es decir, para Y = 30°. 90%, 150.... 


150° | 180° | 210° | 240° 


Problema 22 Problema 24 


24. Dibujar la cardioide de ecuación r — 5(l + cos 0). 


La curva es simétrica con respecto al eje polar. 
Como cos f varía entre | y —1. r no puede ser negativo. 
El valor de r varía de 10 a 0 cuando 0 lo hace de 0” a 180", 
o° | 30%) 45° | 60° | 90° 
Bd 8 cl had 
10193 [85/75 | $ 


25. Dibujar la /emniscata de ecuación : 


r? — 9 cos 29. 


Si se sustituye r por —r y Ú por —0, la ecuación 
no se modifica, ya que cos (—20) = cos 29 y (—r)? 
= r?. La curva es, pues, simétrica con respecto al 
polo y con respecto al eje polar. 


El valor de r alcanza un máximo para () = 0”, 


ya que cos 0° = |, con lo que r = 3. 
Para 45° < O < 135%, y 225" < 0 < 315”, res 
imaginario. 


Para 0 = +45”, cos 20 = 0; de donde r = 0, y las rectas 0 = +71 /4 son tangentes a la curva 
en el origen. 


r= +4 3vycos 26. 
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26. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuyo radio vector sea proporcional al ángulo. 


La ecuación es r = a0. La curva que cumple esta condición se llama espiral de Arquímedes. 


4 7a 6,3a 


150° 120° 90° 60° 30° 


180" /¿N) 


í Problema 26 Problema 27 

r 27. Siendo P(r; 0) un punto cualquiera, demostrar que cuando el eje polar gira alrededor del polo O 
k un ángulo a se verifica, r’ = r y 0' = 0 — a, siendo (r'; 0') las nuevas coordenadas del punto. 

{i Las fórmulas de la rotación de ejes en coordenadas polares son 0 = 0 +ayr=r. 

i 28. Demostrar que si se gira el eje polar un ángulo de 90° en el sentido contrario al de las agujas del 
§ reloj, la ecuación de la cardioide del Problema 24 se transforma en r = S(l — sen 0). 

i Se sustituye 0 por 90° + 0”, 

n Entonces, r' = 5[1 + cos (90° + 0')} = S(1 — sen 0”), ya que cos (90° + 0’) = —sen 0". 


PROBLEMAS PROPUESTOS 


1. Representar los puntos: (2; 30°), (—3; 30°), (5; 75°), (3; 210°), (2; z#/2), (—2; 270°), (—4; 300°), 
(E; —57/6), (4; 0°), (0; 30°), (0; 60°). 
2. Hallar la distancia entre los pares de puntos siguientes, expresando los resultados con una cifra 
decimal. 
a) (5; 45°) y (8; 90°). Sol. 5,7. 
: b) (5; —1207) y (4; 150°). Sol. 6,4. 
iF c) (50; 30°) y (50; —90°). Sol. 86,6. 
d) (3; 150°) y (—2; 60°). Sol. 3,6. 


w 


-Hallar el área de los triángulos cuyos vértices son el polo y los pares de puntos del Problema 2. 
Sol. a) 14,14; b) 10; c) 1082,5; d) 3. 


S 


Hallar la ecuación polar de la recta que pasa por el punto (4; 120°) y es perpendicular a OX. 
Sol. rcos0 +2=0. 


ta 


Hallar la ecuación polar de la recta que pasa por el punto (3; —30°) y es paralela a OX. 
Sol. 2r sen 0 +3 = 0. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


18. 


19, 


20. 
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. Hallar la ecuación polar de la recta que pasa por el punto (2; 120°) y por el polo. 


Sol. 0 = 2x/3. 


. Hallar la ecuación polar de la recta que pasa por el punto (4; 27/3) y es perpendicular a la recta que 


une el origen con dicho punto. Sol. rcos(0 — 21/3) = 4. 


. Hallar la ecuación polar de la recta que »asa por el punto (3; 0”) y forma un ángulo de 37/4 con el 


eje polar. Hallar r para 0 = —x/4 y razonar la respuesta. Sol. V2rcos(0 — ni4) = 3. 


Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto (4; 20°) y forma un ángulo de 140° con el eje 
polar. Sol. rcos(0 — 50°) = 2v3. 


Hallar la ecuación polar de la circunferencia de centro el polo y radio igual a 5. Sol. r= S: 


Hallar la ecuación polar de la circunferencia de centro (4; 30°) y radio igual a 5. 
Sol. r?— Br cos (0 — 1/6) —9 = 0. 


Hallar la ecuación de las circunferencias siguientes: 


a) Centro (3; 0°) y que pasa por el polo, Sol. r = 6 cos ô. 

b) Centro (4; 45°) y que pasa por el polo. Sol. r = 8 cos (0 — 45°). 
c) Centro (5; 90”) y que pasa por el polo. Sol. r— 10sen 9 =0. 

d) Que pasa por el polo, por (3; 90%) y por (4; 0°). Sol. r=4c0s 0 +3 sen 6. 


Hallar la ecuación de la circunferencia de centro (8; 120”) y que pasa por el punto (4; 60°). 
Sol. r?— l6rcos(0 — 120%) + 16 = 0. 


Por comparación con la ecuación del Problema 3 de la sección de resueltos, hallar el centro y el radio 
de la circunferencia r? — 4r cos (0 — 1/4) — 12 = 0. Sol. (2, 7/4), radio 4. 


. Dada la circunferencia r? — 4v3 r cos 0 — 4r sen 0 + 15 =0, hallar las coordenadas del centro 


y el radio. Sol. Centro (4; 7/6), radio 1, 


. Hallar la ecuación de la circunferencia de centro (8; 71/4) y que sea tangente al eje polar. 


Sol. r?— 16r cos (0 — 21/4) + 32 = 0. 


. Hallar la ecuación de la circunferencia de centro (4; 30”) y que sea tangente al eje polar OX. 


Sol. r2— 8rcos(M — 1/6) + 12 = 0. 


Demostrar que la ecuación de la circunferencia que pasa por el polo y por los puntos (a; 07) y (b; 90°) 
esr = acos + hsen b. 


Hallar el centro y el radio de la circunferencia r = 5 cos O — 54/3 sen 0. Sol. (5; — 605), 5. 


En el Problema 11 de la sección de resueltos se demostró que la ecuación de una sección cónica con 
su foco en el polo y directriz perpendicular al eje polar a p unidades a la izquierda del foco, viene 
dada por 
e 
pa e A 
I — ecos 0 


Si la directriz está a p unidades del foco y a su derecha, la ecuación es: 


ep 
l +ecos f` 


f = 
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Demostrar que la ecuación polar de la cónica con su foco en el polo y directriz paralela al eje 
polar y a p unidades de él es 
Es ep 
~ I+esenó' 


donde el signo más corresponde al caso en que la directriz esté por encima del eje polar y el menos 
cuando esté por debajo. 


21. Hallar la naturaleza de las cónicas siguientes que tienen un foco en el polo. Hallar e y situar la di- 
rectriz en función de sus dirección con respecto al eje polar y su distancia al polo. 


a) r= 3 =p Sol, Hipérbola; e = 3/2; una directriz perpendicular al eje polar y a 4/3 
SA unidades de! foco correspondiente. 

b) r= nE Sol. Parábola; e = l; directriz perpendicular al eje polar y a 2 unida- 
=A des a la izquierda del foco. 

e) r= riy Sol. Elipse; e = }; directriz paralela al eje polar y a 6 unidades debajo 


del polo. 


22. Identificar y dibujar las cónicas siguientes : 


) De 4 a b) n oo A 2) = 2 
u PESE "= T—cos 0 *' A a 


23. Hallar la ecuación polar de la elipse 91? + 16y* = 144, 
Sol. r(9cos*0 + 16 sen?0) = 144, 


cos 0 — sen 0 


T EN ss pia as A 
24. Pasar a coordenadas polares: 2x 3y x+y=0. Sol. r zco — 3sm 


En los Problemas 25-30 pasar las ecuaciones a coordenadas polares. 


25. (x? + y?)? = 2@xy. Sol. r?= at sén 20. 
26. y? = ma P Sol. r = 2a sen 0 tg 0. 
27. (12 + y?) = 4x?y?. Sol. r? = sen? 20, 

28. x— 3y = 0. Sol. 0 = arc tg 1/3. 
29. xt + xy —(x + y)? =0. Sol. r= +(1 + tg 0). 
30. (x? + y? = 16x2y1? — y?r. Sol. r= + csc 40. 


31. Pasar a coordenadas polares la ecuación de la recta que pasa por dos puntos y demostrar que la 
«vación polar de la recta que pasa por (r,; 0,) y (ra; 0a) es 


rr, sen(0 — 0,) + rira sen( 0, — 0,) + rar sen(0, — 0) = 0. 


x— 4} 
(x i i 


32. Pasar a coordenadas polares y simplificar, suprimiendo los radicales, la ecuación 35 


e 
g=1 


A S bi PEN -2 
54050" "Fo 


Sol. r= ¿Por qué son idénticas estas ecuaciones ? 


A A Sn + | 
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En los Problemas 33-39, pasar las ecuaciones a coordenadas polares. 


33. $ =3c080, Sol. x? -b yp — 3x = 0. 
34. r := | — cosl. Sol. (ty) eH 
35. r=2co050-+ 3:sen 0. Sol. x? -+ y? — 2x — 3y = 0, 
36. 0—45. Sol. x—y=0. 
3 

37. r = =. Sol. 4x? — 5y? —9 = 
Ze EE pa Sol. 4x Sy + 18y —9 =0. 
38. r al. Sol. Vx? + y? =aarctg E 

y 
39. 1? - 9 cos 2/1. Sol. (x + 1? = 91? — y). 


40. Hallar los puntos de intersección de los pares de curvas siguientes: r—4(1 + cos f) =0, 
HU == cos 0) =-3, Sol. (6,60). (2, 120 ), (2, 240°), (6, 3007). . 


41. Hallar los puntos de intersección de las curvas: r = v2 cos, r= sen 20. 
Sol. (1, 45°). (0. 90 ). (—1, 135°). 


1 
ZU —cos 0) * 


de 
> 


Hallar los pa de intersección pi las curvas: t = | -Heos A; r= 


| Sol, ( ra l -45) (i a. Pons) 


43. Hallar los puntos de intersección de las curvas: r= 4 6cos 9, r? = 9 cos 20. 


3 j 3 
Sol. 235, 10) 3 v2 .150)) - IVZ 20) ( s0) 


44. Dibujar la curva de ecuación r — 4 sen 20. 


si a ON 9 
45. Dibujar la curva de ecuación r = iso: 


46. Dibujar la curva r = 2(1 4- sen 0). 
47. Dibujar la curva r? = 4 sen 29. 
48. Dibujar la curva r = | + 2 sen 0. 
49. Dibujar la espiral r0 = 4. 


50. Deducir la ecuación polar de la elipse cuando el polo es el centro. Ind.: Aplicar el teorema del coseno 
y la propiedad de que la suma de los radios focales es igual a 2a. 
Sol. rl —e cos? 0) = b? 


51. Un segmento, de 20 unidades de longitud, tiene sus extremos sobre dos rectas perpendiculares. 
Hallar el lugar geométrico de los pies de las perpendiculares trazadas desde el punto de intersección 
de las rectas fijas a la recta de longitud constante. Tómese una de las rectas fijas como eje polar. 
Sol. r =-10 sen 20. 


52. Hallar el lugar geométrico del vértice de un triángulo cuya base es una recta fija de longitud 2b y el 
| producto de los otros dos lados es b?, Tómese la base del triángulo como eje polar y el polo en su 
f punto medio. Sol, r? = 2b? ces?0. Esta curva es la lemniscata. 


AS A i 


CAPITULO 10 


Tangentes y normales 


TANGENTE Y NORMAL. La definición de la tangente y 

a una curva en uno de sus puntos es como sigue: 

Sean P y Q dos puntos de la curva y tracemos 

la secante PO. Si el punto Q se desplaza a lo largo 

de la curva hacia P, la secante PO irá girando alre- 

dedor de P, y cuando O tienda a confundirse con P, 

la secante PQ coincide, en el límite, con la recta PT 
que se llama tangente a la curva en P. 

La normal PN a una curva es la perpendicular 
a la tangente en el punto de contacto P. 

Para hallar la ecuación de la tangente a la 
curva en uno de sus puntos, P(x, yı), hay que de- 
terminar la pendiente de dicha tangente. 

Ejemplo: Hallar la pendiente de la tangente 
a la circunferencia x? -+ y? =r? en el punto 
P(x, yı). 

Sea Q(x, + h, y, + k) otro punto cualquiera 
de la circunferencia. La pendiente de la secante 
es k/h. Al girar la tangente alrededor de P,, el 
punto O tiende hacia P,, y los valores de k y A lo 
hacen hacia cero. La pendiente m de la tangente 
es el límite de la relación k/h cuando ambos tienden 
a cero. 

Como (x, y) y (xı + h, Yı + k) pertenecen 
a la circunferencia, estas coordenadas deben satis- 
facer a la ecuación de aquélla; sustituyendo valores 
se obtiene 


Dit 
y (2) (xi + hA + (yi + k= r, obien, x} + 2hx, + + y? + 2ky, + k? = r. 
Restando (1) de (2), resulta 2hx, + h? + 2ky, +k? = 0 
o bien, k(2y, + k) = —h(2x, + h). 


2x, + h T. p ; 
> > El límite de esta expresión cuando A y k tienden a cero 


k 
Por tanto, LEE 


2x, Xi 
€s — ———, 0 sea; M = — pi 
2y, Y 


Como la tangente pasa por Py(x,, yı), su ecuación es 
Xy 
y— y = — — (x— x). 
Yı 


Quitando denominadores,  yıy — yi = — XıX + xj, O bien, 


AX+ yy = kR +y Sr. 
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La ecuación de la normal es y— yı = = (x— x), 
"I 


o bien, xy — yıx = X.Y — Xy, = 0. 


PROBLEMAS RESUELTOS 
Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal 
2 
a la elipse > + E = 1 en el punto P (x,, yı). 
Sea O un punto de coordenadas (x; + h, y, + k). 


Sustituyendo las coordenadas de P, y Q en la ecua- 
ción dada, 


2 2 
odias 
hy , ky 
(2) e E po ) =¿b, 


Desarrollando (2) y restando (1) de (2), 
2b*hx, + BPR + 2a?ky, + k?a? = 0. 


Despejando, 7 = — A y lím. z =— lím. e = — Aa 
Teniendo en cuenta y — y, = m(x — xy) resulta y — yı = — ea (x— xp) 
o bien aty,y — ay? = —b?xyx + b9xi. 
Como b?xj + ay} = abè, se tiene bixix + ayy = a?b?, o bien, n + A = 1|, que es la 
ecuación de la tangente. 


ay, 


La pendiente de la normal es ; 
bx, 


y su ecuación a?y,x — b?ix,y = (a? — b°) xY 


Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la 
parábola y? = 4ax en el punto P(x; yı). 


Sustituyendo las coordenadas de P;(x,, y1) y Q(%1 
+ A, y, + k) en la ecuación dada, 


y? = 4ax, y (yı +kY = 4a(x, + h). 
Desarrollando y despejando el valor k/h, 
k 4a k 4a 2a 
h y 


DA Fk’ y lím. F = lim. DA Fk = 


La ecuación de la tangente es 


2a ' 
y— y} = ze — xy), o bien, y,y — y? = 2ax — 2ax,. 
1 


Como y? = 4ax,, esta ecuación se puede escribir 
en la forma yy = 2a(x + x). 


La pendiente de la normal es — + y su ecuación, yx + 2ay = X1J1 + 2ayı. 
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3. Hallar la ecuación de la tangente a la curva xy = a? en el 
punto P(X, yı). 
Sustituyendo las coordenadas de los puntos Pixi y1) 


y Olx, + h, y, + k) en la ecuación dada, y despejando el 
valor k/h, 

k í k r - Y 
E. AER y lim. Š = — lím. rE Yi 
h Xx h X Xi 

La ecuación de la tangente es 
y m=-—Ux—x0); 
Xi 
quitando denominadores, Xy — Xx = —VıX + Vi 
o bien, yx + xy = 2x,y, = 2a?, 


| que se puede escribir (yix + x,y) = @. 


Así, pues, para establecer la ecuación de la tangente en un punto Py(x,, y,) de una curva dada 
por una ecuación de segundo grado basta con sustituir 


xX? por xx, y? por py, xy por (yix Exp), x por x +x) e y por ¿(y +y). 


4. Sea P,T y P,N las longitudes de la tangente y de la normal, Yi 
respectivamente, a una curva en el punto P,. Las proyec- 
ciones ST y SN se denominan subtangente y subnormal, 
respectivamente, en P,. 


Llamando m a la pendiente de la tangente en P(x yı), 


resulta =i a = longitud de subtangente, O| X 
e yım = longitud de subnormal. 
s T , 
Esto es evidente ya que E cot f) = — l YST = Y 
| Ji m m 
SN ; 
| También, — = —cot $ = —cot(0 -— 90°) = tg 0 = m y SN = mye 


| Yı 


Las subtangente y subnormal se miden en sentidos opuestos, es decir, son de signo contrario. 
! Para hallar las longitudes de la tangente y de la normal se aplican las relaciones pitagóricas en 
i un triángulo rectángulo. 


5. Hallar las pendientes de la tangente y de la normal a la circunferencia x? + y? = 5 en el punto (2, 1). 


; Xx 5 2 E 
Teniendo en cuenta que m = — To la pendiente de la tangente es — 1? la correspondiente de 
J1 


1 
la normal vale z 


; y a 4y 
6. Hallar las pendientes de la tangente y de la normal a la elipse 5 f 5 = | en el punto (2 23) 
La pendiente de la tangente es m = — en” Sustituyendo las coordenadas del punto dado, 
1 
16(2 5 /5 
= O Elia , y la pendiente de la normal 25 : 


avs) 15 8 


A E EEE EA, NE an] 


NN CIO RR AED TPC CINE 
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7. Demostrar que la pendiente de la tangente a la curva 41% | 4yy | y? —9 


0 en un punto cual- 
quiera de ella es m == —2. 


Tomemos los dos puntos P(x,. v) y Olx, + A. vi + K), y hallemos el límite de 4 , 
1 


Sustituyendo, (1) Hx, + AP 44 1 DA O l a 1AP9=0 y 
(2) 4x? —4v, 1 +19 =0. 


Desarrollando (1) y restando (2) de dicho desarrollo. 


lim. K = 


k IAE i 


Otro método. La ecuación original se puede escribir en la forma (2x + y)? —9 = 0. 


i 


Descomponiendo en factores, (2x + y + 3)(2x +y — 3) = 0, que son dos rectas paralelas de 
pendiente igual a —2. 


8. Hallar la pendiente de la tangente a la hipérbola 9x? — 4? = 36 en el punto g puey 


2 

Tomemos los dos puntos P (xy, 11) y Olx, + A, yi + K). y hallemos el límite de s z 
Sustituyendo, (1) Ax, + A — 4v HA = 36 y (2) 9x3 — h3 — 36. 

E K a 4k 210, +A k 9x 

sar d Spei RRE e E 1 z mo == E 

Desarrollando y despejando 7 obtiene 9) ER y lim i D m 
La pendiente en fa 23) es m = A = 9v5 

2 6v5 10 


9. Hallar las pendientes de la tangente y de la normal a la curva y? = 2a? en el punto (2, 4). 


Tomemos los puntos de la curva Pixu y) y Ox, + A, yi +k). 


Sustituyendo, (1) (1, +k} = Ax, +A). o bien, y? 4 2ky, + k? = 2x] + 6xjh + 6x/ + 2° 
y (2) P= 2x}. 


Restando (2) del desarrollo de (1) se obtiene, 2ky, + K? 6x2 + 6x4? + 24. 


k — 6xi + 6x,h + 2/P? E: 6x? IN 
dd E > al MD dE a 
ok 12 y l 
En el punto (2, 4), m = lim. PA 3. La pendiente de la normal vale — 7 


10. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva 1? — 2x* en el punto (2, 4). 


En el Problema 9 se vio que la pendiente de esta curva en el punto (2. 4) vale 3, 
Por tanto, la ecuación de la tangente es y —4 = 3 (a —2), o bien, y = 3x — 2. 
La ecuación de la normal es y — 4 = —¿(x — 2), o bien, y + 3y = 14. 


11. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva x? + 3xy — 4y? 4 2x —y +1-0 
en el punto (2, —1). 


Aplicando la norma dada en el Problema 3, 


| O A JE ] +10 


2 
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13 


. 
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Sustituyendo x, = 2, y, = —l, resulta 3x + 13y + 7 = 0, ecuación de la tangente de pendiente 
—3/13. 
; 13 z 
La ccuación de la normal es y + | = 3 (x — 2), o bien, 13x — 3y — 29 = 0. 


Hallar las ecuaciones de las rectas de pendiente m tangentes a la elipse 
(1) bx? + ay? = abe. 
Las ecuaciones pedidas son de la forma (2) y = mx + k. 
Del sistema (1) y (2) se obtiene bx? + a(mx + k? = a?b?, 
Desarrollando y reduciendo términos, (3) (6? + a@m?)x? + 2a4mkx + ak? — a?b? = 0. 


Para que las rectas sean tangentes a la curva, las raices de (3) deben ser iguales, es decir, el dis- 
criminante ha de ser igual a cero. Por consiguiente, 


4atmik? — 4(b* + am?) (ak? — a?b?) = 0, o bien, k? = am? + bè, y k = +v æm? + b. 


Las ecuaciones de las rectas de pendiente m y tangentes a la elipse son 


y= m + Van? +b. 


Hallar las ecuaciones de las tangentes a la elipse x? + 4y? = 100 paralelas a la recta 3x + 8y = 7. 
La pendiente de la recta dada es —3/8. Luego las ecuaciones pedidas son de la forma 
3 z E 
o id + k, siendo k una constante a determinar. 


Resolviendo el sistema formado por esta ecuación y la correspondiente de la elipse e imponiendo 
la condición de que las raíces sean iguales, se deduce el valor de k. Así, pues, 


2 
x + a[- qe + K) — 100 = 0, o bien, 25x? — 48kx + (64k? — 1.600) = 0. 


Para que las raíces sean iguales, el discriminante ha de ser cero, o sea, (—48k)? — 4(25) (64k? 
— 1.600) = 0. 
; 25 f , 3 25 
Resolviendo, 16k? = 625, k = + a" Luego las ecuaciones pedidas son y = — g* + T” 
o bien, 3x + 8y + 50 = 0. + 


—- 
A 


Problema 13 Problema 14 


Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (—2, —1) y sean tangentes a la elipse 
SFIS. 


Sea P/(x,, yı) un punto de contacto. La ecuación de la tangente es de la forma 5x,x + y,y = 5; 
como el punto (—2, —1) pertenece a la tangente, —10x, — y, = 5. Por otra parte, el punto (x,, yı) 
pertenece a la elipse, con lo que 5x7 + y? = 5. 
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Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene para (x,, y,) los dos puntos de contacto 


2 y 
«A 3) y (- + — >) Sustituyendo estos valores en 5x,x + y,y = 5 resultan, 2x— y +3 = 0 
y2x+3y+7=0. 


15. Hallar, en el punto (—! 3), las longitudes de subtan- 
gente, subnormal, tangente y normal a la elipse 


9x? + y? = 18, 
Para hallar la tangente, aplicamos la fórmula 
9x,x + YY = 18. 


Sustituyendo las coordenadas del punto 


—9x + 3y = 18, o bien, 3x — y + 6 = 0. Luego m = 3. 


Subtangente ST = —y,/m = —3/3 = —1. 
Subnormal SN = my, = 33) = 9. 


Longitud de tangente, PT = Y 3? + I? = v10. 


Longitud de normal, PN = V9 + 3? = 310. 


DEFINICION. El lugar geométrico de los puntos medios de un sistema de cuerdas paralelas a una cónica 

cualquiera recibe el nombre de diámetro de la misma 

Si la pendiente de las cuerdas paralelas es m, la 

ecuación del diámetro determinado por los puntos 
medios de ellas es: 


qe ; x? y? bx 
Para la elipse Z + m” l, pem 
$ 2 2a 
Para la parábola y? = 4ax, p= 
ni xX $ bx 
Para la hipérbola E ia l, y= T 
Para la hipérbola xy = a?, y = —mx. 


Para el caso general de la cónica ax? + 2hxy + by? + 2gx + 2fy + ¢ = 0, la ecuación del 
diámetro toma la forma (ax + hy + g) + m(hx + by +f)= 0. 


2 2 
16. Hallar la ecuación del diámetro de la elipse 5 4 G = ] correspondiente a las cuerdas de 
pendiente 1a 
3 
Aplicand = ja la ecuación del diámetro es y = as o bien, 4x + 3y =0 
pican e E TE a 1 y= 913)” TS. y k 


. Hallar la ecuación del diámetro de la cónica 3x? — xy — y? — x — y = 5 correspondiente a las cuer- 
das de pendiente 4. 


Aplicando (ax + hy + g) + m(hx + by +f)=0, siendo a = 3, h = —4, b = —l, g = —$, 
J = —} y ¢ = 5, se obtiene 3x —¿y — $ + 4{—}x — y —}) = 0, o bien, 2x — 9y — 5 = 0. 
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Hallar la ecuación del diámetro de la parábola y? = 16x 
que pase por los puntos medios de las cuerdas paralelas 
a la recta 2x — 3y = 5. 


La pendiente de la recta 2x — 3y — 5 = 0 es a 


Para la parábola y? = 4ax, la ecuación del diáme- 
2a 8 
AE l i i R 
tro es y a Luego la ecuación pedida es ) 2/3? 
o bien, y— 12 = 0. 
Hallar la ecuación del diámetro de la hipérbola xy = 16 que pase por los puntos medios de las cuer- 
das de pendiente 2. 


La ecuación del diámetro de la hipérbola xy = a? que pasa por los puntos medios de las cuerdas 
de pendiente m es y = —mx. Luego la ccuación pedida es y = —2x. 


PROBLEMAS PROPUESTOS 


Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a las circunferencias siguientes en los puntos 
dados: 


a) x? + y? = 25, (3, 4). Sol. 3Ix+4y=25; 4x— 3y =0. 
b) 2x*+2y— 3x + 5y — 2 =0, (2, 0). Sol. x+y—2=0; x—y—2=0, 
c) x2? + y? — 6x + 8y — 25 = 0, (2, 1). Sol. x—y+3=0; x+y+1=0. 


Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la elipse 2x? + 33? — 30 -= 0 en el punto 
(—3, 2). Sol. x—=y+5=0; x+y+1=0. 


Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la elipse 3x? + 4y? — 6x + 8y — 45 = O en el 
punto (--3, —2). Sol. 3Ix+y+11=0; x—3y—3=0, 


Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la parábola x? — 4y <= U en el punto (2, 1). 
Sol. x—y—1=0; x+y+=3=0. 

Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a las hipérbolas siguientes en los puntos dados: 

a) 6x* —9y? — 8x + 3y + 16 = 0, (—1, 2). Sol. 20x + 33y — 46 = 0; 33x — 20y + 73 =0. 

b) *—2xy— y? — 2x + 4y +4 =0,(2,—2). Sol. 3x+2y—2=0; 2x—3y—10=0. 

c) xy —4=0, (2, 2). Sol. x+y—4=0; x—y=0. 


Hallar las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola 5x? — 4y? = 4 en los puntos de intersección 
con la recta 5x — 2y — 4 =0. Sol. 5x—2y—4=0. 


Hallar las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola x? — 4y? — 12 = 0 que pasen por el punto (1, 4). 
Sol. x—y+3=0; 19x + lly—63 =0. 


Hallar los puntos de la hipérbola x? — 4y? — 8 = 0 en los cuales las tangentes son perpendiculares 
10434 4v34\ [ —10v34 —4v34 
a la recta 4x + 5y —2 = 0. Sol. ps, s (5% 17 p 
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21. 


22. 


24. 
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k 3 + 4x, 


. Hallar la pendiente de la curva y? = x? + 2e en el punto (x,, y,). Sol. m.  = _— 


h 2y, 


. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva del problema anterior en el punto (2, —4). 


Sol. Sx + 2y— 2 = 0; 2x— Sy— 24 =0. 


. a) Hallar las longitudes de la subtangente y de la subnormal a la curva y? = x? + 2x? en el punto 


(2, —4). Sol. —8/5, 10. 


b) Hallar las longitudes de la tangente y de la normal a dicha curva. Sol. a, 2v29, 


Hallar la ecuación de las tangentes a la hipérbola 2xy + y? — 8 = 0 de pendiente m = —2/3. 

Sol. 2x+3y-8=0; 2x + 3y+8=0, 

Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal, así como las longitudes de la subtangente y de la 
subnormal, a la curva y? — 6y — 8x — 31 = 0 en el punto (—3, —1). 

Sol. x+y+4=0; x—y+2:0; —!,!. 


. Hallar la pendiente de la tangente a la curva 4x? — l2xy + 9y? — 2x + 3y — 6 = 0 en un punto 


cualquiera, (x,, yı), de ella. Sol. m = 2/3. Interpretar este resultado. 


. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la curva 41? — 2)? — 3xy + 2x — 3y — 10 = 0 paralelas 


a la recta x— y +.5=0., Sol. x—y=—1=0; 4lx—4ly+4 39 =0, 


. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola xy = 2 perpendiculares a la recta x — 2y = 7. 


Sol. 2x + y—4=0; 2x+y+4=0. 


¿En qué puntos de la elipse x? + xy + y?— 3 =0 las tangentes son paralelas al eje x? ¿En qué 
puntos son paralelas al eje y? Sol. (1, —2), (—1, 2); (2, —1). (22, 1). 


¿En qué puntos de la curva x? — 2xy + y + 1 = 0 las tangentes son paralelas a la recta 2x + y = 5? 
Sol. (1,2) v (0. —1). 


Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (5, 6) y sean tangentes a la parábola 
y =4y Sol. x=y+1=0; x—5y+25=0 


Demostrar que las tangentes a la parábola y? = 4ax en los extremos del latus rectum son perpen- 
diculares, es decir, sus pendientes son +1. 


Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la parábola x? = 5y en el punto de abscisa 3. 
Sol. 6x — 5y—9=0; 25x + 30y — 129 = 0. 


Demostrar que las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la parábola y? = 4ax son 


= mx + e (m +0). 
m 


. Demostrar que las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la circunferencia x? + y? = a? son 


y =mx + avm + 1. 


Demostrar que las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la hipérbola b?x? — a?y? = a?b? 
son y = mx + Vaim—b?, y a la hipérbola b?x? — ay? = —ab?, y = mx + Vb — am, 


Hallar las ecuaciones de las tangentes a la elipse 5x? + 7y? = 35 perpendiculares a la recta 3x + 4y 
—12=0. Sol. 3y=4x + v 157. 


. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola 16x? — 9y? = 144 paralelas a la recta 4x — y 


—14=0. Sol. y= 4x + 8V2. 
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27. La parábola y? = 4ax pasa por el punto (—8, 4). Hallar la ecuación de su tangente paralela a la 
recta 3x + 2y — 6 = 0. Sol. 9x + 6y = 2. 


28. Hallar la ecuación de la tangente a la curva x? + y? = 3axy en el punto P,(x,, y,). 
Sol. (y? —axı)y +(x} — ay,)x = axX,yı 


29. Hallar el valor de b para que la recta y = mx + b sea tangente a la parábola x? = 4ay. 
Sol. b = —am?. 


30. Teniendo en cuenta el resultado del Problema 29, hallar la ecuación de la tangente a la parábola 
x? = —2y que sea paralela a la recta x — 2y — 4 = 0. Sol. 4x— 8y +1=0. 


31. Hallar la ecuación del diámetro de la hipérbola x? — 4y? = 9 que pase por los puntos medios de las 


cuerdas 

a) de pendiente 4. Sol. x—16y =0. 
b) de dirección 3x — 5y — 2 = 0. Sol. 5x— 12y =0. 
c) de dirección la tangente en (5, 2). Sol. 2x— 5y=0. 
d) de dirección la asíntota de pendiente positiva. Sol. x—2y=0. 


32. Hallar la ecuación del diámetro conjugado del de ecuación x — 16y = 0 en el Problema 31 a). 
Sol. 4x— y =0. 


33. Hallar la ecuación del diámetro de la elipse 9x? 4- 25y? = 225 que pase por los puntos medios de las 
cuerdas de pendiente 3. Sol. 3x + 25y = 0. 


34. Hallar la ecuación del diámetro de la parábola y? = 8x que pase por los puntos medios de las 
cuerdas de pendiente 2/3. Sol. y =6. 


35. Hallar la ecuación del diámetro de la elipse x? + 4y? = 4 conjugado del diámetro de la ecuación 
y = 3x. Sol. x + 12y = 0. 


36. Hallar la ecuación del diámetro de la cónica xy + 2y? — 4x — 2y + 6 = 0 que pase por los puntos A 
medios de las cuerdas de pendiente 2/3. Sol. 2x + ily = 16. 


37. Hallar el diámetro de la cónica x? — 3xy — 2y? — x — 2y — 1 = 0 que pase por los puntos medios 
de las cuerdas de pendientes 3. Sol. Tx +15y+37=0. 


38. Hallar la ecuación del diámetro de la elipse 4x? + 5y? = 20 que pase por los puntos medios de las | 


cuerdas, 
a) de pendiente —2/3. Sol. 6x— 5y = 0. 
b) de dirección 3x — 5y = 6. Sol. 4x + 3y = 0. 


39. Hallar la ecuación del diámetro de la hipérbola xy = 16 que pase por los puntos medios de las | 
cuerdas de dirección x + y = l. Sol. y=x. 


CAPITULO 11 


Curvas planas de orden superior 


CURVAS PLANAS DE ORDEN SUPERIOR. Una curva algebraica es aquella que se puede 
representar por medio de un polinomio en x e y igualado a cero. Las curvas que no se pue- 
den representar de esta forma, como, por ejemplo, y = sen x, y = e*, y = log x, se llaman 
curvas trascendentes. 

Las curvas algebraicas de grado superior al segundo junto con las trascendentes reciben 
el nombre de curvas planas de orden superior. 

Para el estudio de las simetrías, intersecciones con los ejes y campos de variación, véase 
el Capítulo 2. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


l. Representar la curva y? = (x — 1) (x — 3) (x — 4). 


Es simétrica con respecto al eje x, ya que la ecuación no varía cuando se sustituye y por —y. 

Los puntos de intersección con el eje x son 1, 3, 4. Para x = 0, y? = —12; por tanto, la curva 
no corta al eje y. 

Para x < 1, todos los factores del segundo miembro son negativos, con lo que y es imaginario. 

Para | < x < 3, yes real. Para 3 < x < 4, y? es negativo y, por tanto, y es imaginario. 

Para x 2 4, y? es positivo, con lo que y es real aumentando indefinidamente de valor numérico 
a medida que lo hace x. 


Formamos un cuadro de valores para determinar puntos de la curva. 
y = + v(x — 1) (x — 3) (x — 4). 


5,5 


+4,11 | +5,48 


Problema 1 Problema 2 
2. Dibujar la curva x?y — 2x? — 16y = 0. 


Corte con los ejes. Para y = 0, x = 0; para x = 0, y = 0. sA 
Simetrias. La curva es simétrica con respecto-al eje y, ya que la ecuación no varía al sustituir x 
por —x. No es simétrica con respecto al eje x ni con respecto al origen. 
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: j 2x? 2x? 
Despejando x e y se obtiene (1) y= ale Sara 


y Q) x= 


De (1) se deduce que y se hace infinito cuando x tiende a 4 y a —4, tomando valores mayores 
y menores que estos. La curva existe nara todos los demás valores de x. 

De (2) se deduce que no existe curva para 0 < y < 2. Cuando y tiende a 2, tomando valores 
mayores que éste, x se hace infinito. 

Las rectas x = +4 e y = 2 son asíntotas. 


z ERNE 


—0,13 —0,67 | —2,6 


| | doo | 5,6 


3. Representar la curva x? — x?y + y =0. 


Despejand E 
espejando y, y = Ay 
Para x = +1, y se hace infinito; luego x = l y x = —1 

son dos asíntotas verticales. 
-3 
Expresemos y = a 


X 
7 pory =x + AT Cuan- 


do x aumenta indefinidamente, y también lo hace, y la 


SR 
N 


tiende a cero. Por tanto, la recta y = x 


A x 
fracción aLi 


es una asíntota de la curva. Para x > 1, una rama de la 
curva está situada por encima de la recta y = x; para 
x <—1, la otra rama está por debajo de y = x. 


X=-| 


La curva pasa por el origen y es simétrica con respecto 
a él. En la tabla siguiente figuran algunos valores de x e y. 


Esta curva también se puede representar por el método de la suma de ordenadas. Para ello, 


x ; 5 è ; 
sean y; = X e Ya = ar Tracemos las gráficas de estas dos ecuaciones sobre un mismo sistema 


de coordenadas y, a continuación, sumemos las órdenes, ), € yz}, correspondientes a idéntica abscisa 


4. Dibujar la elipse 2x? + 2xy + y? — 1 = 0 por el método 
de la suma de ordenadas. 
—2x + V4x? — 8x2? 44 
2 
=—x+Y4l—x2 
Tracemos la recta y, =—x y la circunferencia 
= +V1—x?, o bien, x? + y3 =1. La elipse que re- 
sulta es simétrica con respecto al origen. 


Despejando y, y= 
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5. Funciones trigonométricas. Dibujar la función y = sen x. 


El ángulo x ha de expresarse en radianes. (m radianes = 180”) 


3 ] i | j | E 
| a| nd Ai 2a Sr | | Pr | 4a In Sar lla | 
e | LE po O ps le +: a | ais as a + | 

A a ai da a i AT alas da dis 
sen x | 0 | 05 | +0,87 | +1 | +0,87 | +0,5 | o | +05 | 087| FI | 708 | 


Como los valores de sen x se repiten periódicamente, la función sen x se llama periódica, siendo 
el periodo igual a 277; así, pues, la gráfica de y = sen x se compone de tramos exactamente iguales, 
uno por cada intervalo de 2x radianes. Como además sen (—x) = —sen x, la curva es simétrica con 
respecto al origen. Existe para todos los valores de x, y para valores de y comprendidos, únicamente, 
entre y=le y =-—1. 


Como cos x = sen(x + 11/2), un punto cualquiera de la curva coseno tiene la misma ordenada 
que otro punto de la curva seno situado 71/2 unidades a la derecha del primero. La curva es simé- 
trica con respecto al eje vertical, ya que cos(—x) = cos x. 


6. Dibujar la curva y = sen 3x. 


Í Cuando x varía de O a 27, la función sen x toma 
todos los valores de su campo de variación. En ge- 
neral, cuando x varía de O a 2x/n, o bien cuando nx 
| lo hace de O a 2x, la función sen nx (siendo n una 
| constante cualquiera) toma todos los valores de su 
campo de variación. 


En este problema n = 3, por lo que el periodo 
de sen 3x es 27/3: 


La curva es simétrica con respecto al origen. 

Existe para todos los valores de x, y para los 
valores de y comprendidos, únicamente, entre 
-sy SL 
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7. Dibujar la función y = tg x. 


La curva es simétrica con respecto al origen, ya que tg (—x) = —tg x. 

El periodo de la función es zx. 

La función se hace infinito cuando x sea un múltiplo impar de 7/2, y la curva toma todos los 
valores de y comprendidos entre x = —x/2 y x11/2. Existe para todos los demás valores de x e y. 


g T 


e ! -1 | 
hi | -2 | 
I | | 

| 
| | 
| | 


Problema 7 Problema 8 


e 


8. Dibujar la función y = sec x. 


La curva es simétrica con respecto al eje y, ya que sec (—x) = sec x. 
El periodo de la función es 2x. 
Como sec x = l/cos x, los valores de sec x se pueden hallar fácilmente a partir de una tabla 


de valores de cos x. 
Al ser el campo de variación de cos x de —l a +1, el correspondiente de sec x es el conjunto 


de valores de —oo a —l yde la +o. 


9. Dibujar la función y = sen x + sen 3x por el método de la suma de ordenadas. 


Fanan Anan 


7 a 
ENE PETA 
jar lo 
ECTCTESUAR AECE EA 
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10. Funciones exponenciales. Dibujar la función y = a*, siendo a una constante positiva y mayor que 
la unidad. 


Para concretar, supongamos a = 5. La ecuación a representar es y = 5*, 


Para x = 0, y = 5° = l, Cuando x aumenta, y también aumenta. Para valores negativos de x, 
5x es positivo pero disminuye de valor. Luego la curva está situada, toda ella, por encima del eje x. 


La curva no es simétrica ni con respecto a los ejes ni con respecto al origen. Para valores nega- 
tivos de x, al aumentar x en valor absoluto, la curva tiende asintóticamente hacia el eje x. 


gl | 31 —3 


ME ES 02 | 004 


0,008 . 0,0016 


Problema 10 Problema 11 


11. Dibujar la función y = e*. 


El número e = 2,718 es la base del sistema de los logaritmos naturales o neperianos. 


—0,5| 0 | 0,5 


(165: | 2,72: | 7,39 


La gráfica de y =e-* es, como indica la figura, simétrica de la correspondiente a la función 
y = e* con respecto al eje y. 


12. Representar la función normal de probabilidad y = e-*”, 
La curva corta al eje y a una unidad del origen, y no corta al eje x. 


Es simétrica con respecto al eje y. El eje x es una asintota; cuando x —» + œ, y — 0, 
La curva está situada, toda ella, por encima del eje x, ya que e ** > 0 para todos los valores de x. 


Y 
+05 | EN ES | 


0.78 | 0,37 | 0,11 | 0,02 


| 
Y G» 
o 


13. Funciones logarítmicas 2 >. | ' 2 X 
I 


La gráfica de y = log, x, llamada curva logarítmica, difiere de la correspondiente a la función 
y = a" en la posición relativa de los ejes. En efecto, ambas ecuaciones se pueden escribir en la misma 
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forma, exponencial o logarítmica. Sea, por ejemplo, 
a = 10 y dibujemos la función 


y = log;ox, (o bien, x = 10»). 


Como x no puede tomar valores negativos, toda 
la curva estará a la derecha del eje y. Para valores 
positivos de x < 1, y es negativa. Para x = 1, y = 0. 
Al aumentar x, y también aumenta. La curva no 
tiene simetrías. El eje y es una asíntota. 


0 | 0,30 | 0,48 | 0,60 


JENLIE 5 


0,70 | 


14. Dibujar la función y = loge (x? — 9). 


Para y = 0, loge (x? — 9) = 0, de donde, x? — 9=1, 
x = +v10. La curva no corta al eje y. 


Para |x| < 3, y es imaginario. Si |x| > V10, y es 
positivo. Para 3 < |x| < v10, y es negativo. Las rectas 
x = +3 son dos asintotas. 


La curva es simétrica con respecto al eje y. 


da las | ql e le 


1,95 | 2,77 | 3,29 


—0, 49 | 0,22 | 1,18 


15. Ecuaciones paramétricas. Algunas veces conviene expresar x e y en función de una tercera variable 
o parámetro. Las dos ecuaciones de x e y en función del parámetro se llaman ecuaciones paramétri- 
cas. Dando valores al parámetro se obtienen pares de valores correspondientes de x e y. Uniendo 


los puntos así determinados resulta una curva, que es la representación gráfica de las ecuaciones 
paramétricas. 


Dibujar la curva x = 2f, y = 5, 


314.1 ua | 34 | £ 


tl r ES | a 


w| a |a al 


La curva es simétrica con respecto al origen. Los 
ejes x e y son dos asíntotas. 


Eliminando el parámetro 1 se obtiene la ecuación de la i 
curva en coordenadas rectangulares, xy = 4. Esta es la 
ecuación de una hipérbola equilátera cuyas asíntotas son 
los ejes coordenados. 


p limi l 2 Ta en - 2 deci EE s 
ara eliminar el parámetro f, sustituimos £ = 1 es decir, y = 317 o bien, xy = 4. 
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16. Representar la curva cuyas ecuaciones paramétricas son x = $e, y= 40. 


toee eoo 


-nnw inou 


Eliminando +1, la ecuación de la curva en coordenadas rectan- 
gulares es 2y? = x, que es una parábola semicúbica. La curva es ISCEFRESE Y X 


simétrica con respecto al eje x. 


climinemos el parámetro ż: 

De x = 4 o 2x = f?, se obtiene (2x} = (1?}. 
De y = jP o 4y = £, se obtiene (4y)? = (13). 
Luego (2x)} = 1° = (4y), o bien, x? = 2y?, 


17. 


Eliminando el parámetro f, la ecuación en coordenadas rectangulares es y = x? -+ 2x — 3, que 
es una parábola. 


Problema 17 Problema 18 


18. Representar la curva cuyas ecuaciones paramétricas son x = 2 cos 0, y = 4 sen 0. 


o [0° | 30° | 60° 


x 2 | z iol 


y 


2 2 
xX y 
Eliminando el parámetro 0, la ccuación en coordenadas rectangulares es T + Ti 1, que 


representa una elipse. 


Eliminemos el parámetro 0: 
cos 0 = Š y sen 0 -= 2 Luego cos?) — sen*f = | == E pa 
2 4" i 4 16 
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19. La posición, con respecto al tiempo ?, de un proyectil lanzado con una velocidad inicial V que forma 

con la horizontal un ángulo 0 viene dada por las ecuaciones x = (V, cos 0)t, y = (Vo sen 0)t — ¿gr?, 

siendo g la aceleración de la gravedad-igual a 9,8 metros por segundo en cada segundo (m/s?) — y en 

las que x e y se expresan en metros (m) y £ en segundos (s). 
Dibujar la trayectoria de un proyectil siendo Ó = arc 

cos 3/5 y Vo = 40 metros por segundo (m/s). Para ma- 

yor facilidad de cálculo, tómese g = 10 m/s?. 


Como sen 0 = z se tiene, x = 721, 


y = 96t — 16r. 


2 
Eliminando 1, y = e De 55 


, que es una parábola 


de eje vertical. La ordenada del vértice es 51,2 metros, y el alcance máximo 153,6 metros. 


2ar? 2ar? 


20. Representar la curva cuyas ecuaciones paramétricas son x = ES y= ATT" 
Para t = 0, x = 0 e y=0. Para todos los valores de 1 positivos iY 
y negativos, x es positivo o cero; y es positivo para 1 > 0 y negativo 

para 1 < 0. La curva es simétrica con respecto al eje x. 


Si A ERE A E 
d IIS +I 


3a 


, se observa que cuando / 


aumenta indefinidamente, x tiende hacia 2a, y el valor absoluto de y 
crece también indefinidamente. Luego x = 2a es una asíntota vertical. 


a | 1,6a 


[+3 |4 
| 18a 1,9a 


+a | +3,2a | +5,4a | +7,5a 


Eliminando ż, se obtiene la ecuación en coordenadas rectangulares y?(2a — x) = x%, que repre- 
senta la Cisoide de Diocles. 


21 


Representar la función 
x = acos?ĝ, y = asen, 


Como cos (—8) = cos 0 y sen (—0) = — sen 0, esta curva 
es simétrica con respecto al eje x, y como sen (180° — 0) = sen 0 
y cos (180° — 0) = — cos 0, también lo es con respecto al eje y. 
Teniendo en cuenta que tanto el seno como el coseno son siempre 
menores que la unidad, 


— S XSA Y AASYS40. 


A Por | 30° | 60190 | 120° | 150° | 180° 
xla | 0,654 | 0,13a | 0 |—0,13a | —0,65a —a 
y | 0 |0,13a|0,65a | a | 065a| 0,13a| 0 
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Eliminando 0, la ecuación de esta curva en coordenadas rectangulares es x?3 + yY3 = gY3, que re- 
presenta una hipocicloide de cuatro lóbulos. 
Eliminemos el parámetro 6: 


(x/a} + (yla? = (cost0?R + (sen?0) = cos?) + sen?0 = 1, o bien, 193 + yY3 = qu, 


22. Representar la curva 


x = a(0 — sen 0), 
y = a(l — cos 0). 


Para0=0, x=0, y=0,. 
Para 0 = 180%, x= za, y= 2a. 
Para 0 = 360%, x= 2xa, y=0. 


150° | 180° 270° 360° 
ILAE 
[19a | 2a | 19a | 150 | a |Osajonsa| o | 


Eliminando el parámetro 0, la ecuación de esta curva en coordenadas cartesianas es x = a arc 
a— y} 
a 


cos — V2ay — y?, que representa una cicloide. 


Eliminemos el parámetro 0: 


De y = a(1 — cos 0) se obtiene, cos 0 = Ak , de donde 0 = arc cos Da , y sen 0 = Se 
Sustituyendo en x = a0 — a sen Ú se tiene, x = a arc cos =2 — y 2ay — y!. 
23. Expresar en forma paramétrica la ecuación x? + 3xy + 3y? — ax = 0. 
Haciendo y = tx, resulta x? + 3x%1 + 3x? — ax = 0. 
Dividiendo por x se obtiene, x + 3xt + 3x1? — a =0. 
; a at 
Depan Cy MO A 
PROBLEMAS PROPUESTOS 
Representar las funciones de los Problemas 1-14. 
1. (y? — 4)x — 9y = 0. xX—d4 
die pas == 
2. y =(x +1) (x + 2) (x — 2). p 
xy — 
pe Ia CP. EE O 
3. y? =(x + 1) (x +2) (x — 2). 10. y es DAE, PPE 
| lA = E 11. 4x2 — 12x —4xy + y? + 6y —7=0. 
i 5. X — xy + 4y = 0. 


12. xX +4x? + xy? — 4y? = 0. 
6. xy — 3x? — 9y = 0. 


7. xy + 4y—8=0. 
8. x + 2xy —4+y?=0. 14. xX + pP = 28, J 


13. xy? — xy — 2x — 4 = 0. 
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Representar las funciones de los Problemas 15-22, 


y = 2 sen 3x. 18. y = cos (x — 1/4), 21. y =3c0s za — 1). 
y = 2 sen x/3. J9.. y =2sec.£/2. i 
y = tg 2x. 20. y = cot (x -+ 1/3). hn A 3 apax 


Representar las funciones de los Problemas 23-28. 


. y =Aarcsen x. 25. y = 3 arc cos x/3. 27. y = arccsc 2x. 


. J= 2 arc tg 2x. 26. y = arc sec x. 28. y = arc cot x/2. 


Representar las funciones de los Problemas 29-35, 


oo, er "x 
29. y= 2e, 31. y = 10%, 33. y =1l08jp Vx? — 16. 35. y= 2 a 
30. y =4%* 32. y = log (3 + x). 34. y = loge V21 — x. Catenaria. 


Representar las funciones dadas en los Problemas 36-49 por el método de la suma de ordenadas. 


36. 4x? — 4xy + y? — x = 0. 43. y = x|2 + cos 2x. 
37. *—2xy + y? +x—1=0, 44. y = e™ 4- 2e*'?, 

38. 3x? — 2xy + y? — 5x + 4y + 3 =0. 45. y =sen2x + 2cos x. 
39. x? + 2xy + y? —4x — 2y = 0. 46. y = xsen x. 

40. 2x? + y? —2xy —4 = 0. 47. y = e=? cos E 

41. y= 2cos x + sen 2x. 48. y =xe-*. 

42. y= eP +x. 49. y = x — sen e 


Expresar en forma paramétrica las funciones de los Problemas 50-55, teniendo en cuenta el valor 
que aparece de x o de y. 


50. x—xy=2, y=1—1f. Sol. x=, y=l—t. 
0 
51. x?-—4y?=K? x= Ksec b. Sol x=xXKsec0, y= 2, 
6t o 6P 
52. x + y = Óxy, y = tx. Sol x= TEP y ER 
53. x? — 2xy + 2y? =2a?, x=2lacos!. Sol. x=lacost, y = alcos í + sen t). 
t 1 a 

2 A OEE = E Sil x= EEN ni 1E : 
54. y + bBy—ax=0, x b cot 3. Sol. x b cot <, J 2b sen / 
55. 08 4 y =gi3 y = a sen?h. Sol. x=acos0, y =asent0. 


Eliminar el parámetro de las funciones de los Problemas 56-59 y hallar sus ecuaciones cartesianas. 


x P 
56. x=asec 0, y= btgð. Sok ap! 
x 2 2 
57. x =2cos 0—1, y=3sen 0 —2. Sol. AI AN 
58. x = $ cost, y= cos 2t. Sol. y = 8x? — 1. 
_ 3am _ Jam X 3 RE 
59. x= La IATa Sol. x3 + y’ = 3axy. 


61. 


62. 
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. Se lanza un proyectil desde un punto Æ con una velocidad inicial de 1.000 metros por segundo (m/s) 


formando un ángulo de 35” con la horizontal. Hallar el alcance del proyectil y la duración de la 
trayectoria. Sol. 95.800 m, 118 s. 


Hallar el ángulo con el que se debe lanzar un proyectil a una velocidad de 400 metros por segundo 
(m/s) para que su alcance sea de 12.000 metros (m). Hallar, asimismo, la duración de la trayectoria. 
Sol. 23” 42”; 32,8 s. 


Se lanza un proyectil con un ángulo de elevación de 60” y una velocidad inicial de 800 metros por 
segundo (m/s). Hallar el alcance y el vértice de la trayectoria. Sol. 56.500 m, 24.500 m. 


Representar las curvas cuyas ecuaciones paramétricas son las indicadas en los Problemas 63-70. 


l l 

63. x=4 t, = 4 sen t. 67. x= ——, = — 

x cosi, y se x + P ? TT. 

l 

64. s=1+, q 68. x=1+MB y=’. 
65. x=2+2 ErP 69. x = sent + cost, y= cos 2f. 
66. x=4tg0, y= 4sec ð. 70. x = 0— sen 0, y= I — cos 0- 
71. Representar la curva cuyas ecuaciones paramétricas son x = 8 cos%0, y = 8 sen%0. 


6t 61? 


Representar la curva cuyas ecuaciones paramétricas son x == ——= = ——— + 
p y p +. y Ep 


. Representar la curva cuyas ecuaciones paramétricas son x = 4 tg 0, y = 4cos%B. 


Representar la curva cuyas ecuaciones paramétricas son x = 4 sen 9, y =4tg 0(l + sen 6). 


CAPITULO 12 


Introducción a la geometría analítica en el espacio 


COORDENADAS CARTESIANAS. La posición de un punto en un plano se define por medio 
de las dos distancias de éste a dos ejes que se cortan y que, normalmente, son perpendiculares 
entre sí (rectangulares). En el espacio, un punto se determina mediante sus distancias a tres 
planos perpendiculares dos a dos y que se llaman planos coordenados. Las distancias del 
punto a estos planos se denominan coordenadas del punto. 


Las rectas de intersección de los planos coordenados son los ejes OX, OY y OZ que se 
llaman ejes coordenados y cuyo sentido positivo se indica mediante flechas. Los planos coor- 
denados dividen al espacio en ocho octantes nume- 
rados de la forma siguiente: el octante l está limi- 
tado por los semiejes positivos; los octantes II, 111 
y IV son los situados por encima del plano xy 
y numerados en sentido contrario al de las agujas 
del reloj alrededor del eje OZ. Los octantes V, VI, 
VII y VIII son ios situados por debajo del plano xp, 
correspondiéndose el V con l, etc. 


En la figura adjunta, las distancias SP, OP 
y NP son, respectivamente, las coordenadas x, y y z 
del punto P, y se representan por (x, y, z), o bien, 
P (x, y, 2). 

La distancia OP del punto P al origen O es 


OP = vV ÖN? + ÑP = y ÕM + MN: + NP = yve gy, 


Luego si OP = o, se tiene 0? = x? + p? + 2? 


ANGULOS DE DIRECCION Y COSENOS DIRECTORES 


Sean a, f y y los ángulos que OP forma con los ejes OX, OY y OZ, respectivamente. 
Se verifica, 
X=0C05Sa, yp=0Cc0sf$, z=pcosy. 


Elevando al cuadrado y sumando miembro a miembro, 


X + y + z = o? = o? costa + p? cos?*f + e? cos?y, 


o bien, 1 = costa + cos?f + cos?y. 
r ; : x k z 
También se verifican las relaciones cos a = T cos f = T cos y = T 
z xX y z 
o bien, cosa = — os $ cos y = 


A a ar FATE 


Los ángulos a, $ y y son los ángulos de la dirección de OP y sus cosenos se llaman cosenos 
directores de OP. 
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Si una recta no pasa por el origen O, sus ángulos de dirección a, $ y y son los que forman 
con los ejes una recta paralela a la dada que pase por O. 


COMPONENTES DE UNA RECTA. Tres números cualesquiera, a, b y c, proporcionales 
a los cosenos directores de una recta se llaman componentes de la misma. Para hallar los 
cosenos directores de una recta cuyas componentes son a, b y c, se dividen estos tres números 


por + va? + b? + c?. Se tomará el signo adecuado para que los cosenos directores tengan 
el que les corresponde. 


DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS. La distancia entre 
dos puntos Pi(X1, Yi, 21) Y P(X, Vz Z2) es 


5 P Yaza) 
d = V(X, — X} + (2 — YY + (22 — 21). 
DIRECCION DE UNA RECTA. Los cosenos directores 
de P,P, son IZ, 
cos pao S 
EAR ES A 
V(X2 — X1) + (Ya — Y)? + (Z2 — 21} M, 
Y — Yı DN MID 
cos $ = 222 AA Pay) xs N 
B V(Xa — X1)? + (Ya — Ya)? + (22 — 21)* KY 2) E 
o Xx 
Za — Z 
cos y 


VE F ea 


| PUNTO DE DIVISION. Si el punto P(x, y,z) divide a la recta que une Py(x,, Yn 71) con 


> PiP , 
P(X», Ya, Z2) en la relación =— = ES se verifica, 
PP; i 
de 2, e IATA aa AA 
E == Are? Le 


ANGULO DE DOS RECTAS. El ángulo de dos rectas que 
no se cortan se define como el ángulo de dos rectas 
que se corten y sean paralelas a las dadas. 


Sean OP, y OP, dos rectas paralelas a las dadas 
pero que pasan por el origen, y 0 el ángulo que forman. 
Del triángulo de la figura se deduce, 


ei + o3 — d 


cos 0 = 
20102 


Ahora bien, o} = xi +3? + z}, 03 = x} + yi + 2 
y d? = (x; — x1} + (y2 — MP + (2, — zı}. Sustituyendo y simplificando, 


XiX2 + YiYa + Z122 
0102 


cos 0 = 
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. Xi Xa 
Ahora bien, F = COS Q}, PR = cos a, etc. Por tanto, 
01 Da 


cos 0 = cos a, COS a; + COS fi, COS Pa + COS y, COS Yg. 
Si las dos rectas son paralelas, cos 0 = 1 y, por consiguiente, 
ai= a», P= Ba Y1= Yo. 
Si las dos rectas son perpendiculares, cos 0 = 0, con lo cual 


COS a, COS Ay + COS fı COS fa + cos y, cos y, = 0. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


1. Representar los puntos siguientes y hallar sus distancias al origen y a los ejes coordenados: A(6, 2, 3), 
B(8, —2, 4). 


A - POMBO 


», 
O04A=V0 FE +=]? OB = V8 Y (20 + 4 = 24/21 
Aa = V} + 2 = y13 Ba = V + (~F = 2V5 
Ab = VE -- 3 = 3V5 Bb = y8? + & -= 4V5 
Ac = V6 + 2 = 2V10 Be = V8 + (22) = 2417 


2. Hallar la distancia entre los puntos P,(5, —2, 3) y P4—4, 3, 7). 


d= Vx — x) + Oa — A F a — 2 = (A SP (342 FO 3 = v 122 


Hallar los cosenos directores y los ángulos de dirección de la recta que une el crigen con el punto 
(—6, 2, 3). 
cos a = e e mee e a me ESA A A mm e 
Vx: — Y + (Ye — y? + (22— z) 
A —6 — 0 —6 


VES 0 +09 + 608 T? 
con lo que a = 149°, 
a: a 2 


cos Pf = HU == 


> - , con lo que 8 = 73724", 


cos y == E a , con lo que y = 64937", 
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4. Demostrar que las coordenadas del centro geométrico (baricentro o centro del área), es decir. el 
punto de intersección de las medianas, del triángulo de vértices A(x; yy, 21). B(xo, Yo, 2) C(xX3. Pieza SON 


¡aa Ter A ML o IC Sl a) 


3 : 3 : 3 
Las medianas del triángulo ABC se cortan en un e 
unto P(x,y,z) de forma que o E E EA Oya) 
á TE r AA i 


Las coordenadas de! punto D son 


(2 FX3 Ya Ys Za Za 
2 >» E 2 


Luego las coordenadas del punto P, que divide a AD 


o) AKV o $ 
> AP 2 X 
en la relación r = —— = --, son 
PD l ss 


Xa + Mg 
AEN E e Hx Y Hya + y A+ e n 
E = o Análogamente, y = 2% 12% YY z atata 


3 E 3 


5. Hallar los cosenos directores y los ángulos de dirección de una recta cuyas componentes son 2, —3, 6. 
2 2 


—3 
A r ea p a = 73°24". cosf = —+ 
A e 


3 P =115%23', cosy = =y = 31", 


cosa = 


6. Demostrar que la recta determinada por los puntos A(S, 2, —3) y B(6, 1, 4) es paralela a la que une 
C(—3, —2, —1) y D(—1, —4, 13). 


Las componentes de AR son 6 — 5, 


| — 2,4 + 3...0 sea, 1,—1,7. 
Las componentes de CD son —l + 3, —4 + 


2, 13 + 1, o sea, 2, —2, 14. 


l : a b € 
Si dos rectas cuyas componentes son a, b, e y a' b' c' son paralelas, —, = y Mil 
a t 
2 —2 14 
Por tanto, como TAR AR ambas rectas son paralelas. 


7. Dados los puntos A(— 11, 8, 4), B(—1,—7, —1) y C(9, —2, 4), demostrar que las rectas AB y BC 
son perpendiculares. 


Las componentes de AB son —1 + 11, —7 — 8, —1 — 4, cs decir, 10, —15, —S5, o bien, 
2, —3, —l. 
Las componentes de BC son 9 + 1, —2 +7,4 + 1, es decir, 10, 5, 5, o bien, 2, 1, 1. 


Si dos rectas, de componentes a, b, e y a”, b', ¢', son perpendiculares se verifica, aa" + bb' + cc = 0. 
Sustituyendo, (2) (2) + (—3) (1) + (—1) (1) = 0. Por tanto, las rectas AB y BC son perpendiculares. 


8. Hallar el ángulo / formado por las rectas AB y CD siendo A(—3, 2, 4), B(2, 5, —2), C(1, —2, 2) 
y D(4, 2, 3). 


Las componentes de AB son 2 + 3,5 — 2, —2 —4, o bien 5, 3, —6. 
Las componentes de CD son 4— 1,2 + 2, 3— 2, o bien, 3,4, 1. 


5 5 5 : 3 —6 
Los cosenos directores de AB son cos a = ——— = -cosh = ey 008 y = ——» 
V235+9+36 v70 Y 70 v 70 


: 3 k 4 
Los cosenos directores de CD son cos 4, === ——, cos fy ==, COS y; = —=- 
VIFTE 426 v26 v26 
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Por tanto, cos 0 = «osa cos a, + cos f cos f, + cos y cos y, 
5 3 3 4 6 l 

= mo H e Ia I aN ==0,49225, de donde 0 = 60%30,7'. 

4/70 v26 70 v26 v70 v26 


9. Hallar los ángulos interiores del triángulo cuyos 
-vértices son A(3, —1,4), B(1, 2, —4), C(—3, 2, 1). 


— 3 — 
Cosenos directores de AB = |--=, —=, — |. 
(a vT 7) 


a” 


Cosenos directores de BC = e 0 2 A 
V41 


war qa 
—2 l —i 
Cosenos directores de AC = E —=, al 
y v6 v6 v6 
Nota. Los cosenos directores de la recta AB son zA 
opuestos de los cosenos directores de BA. » pl, 
—2 —2 3 1 —8 —l 15 
cos Á = —=* —= — > —= +- — aat) S e A = 45°44, 7. 
17 v6 vT] V6 [sT v6 v 462 
2 —4 —3 8 5 32 
cos B oa o + rr 0 + maS me al B = 55°16, o. 
V71 V4 vT 4/77 v4l v3157 
4 2 —5 1 3 
cos C = —=:—=+0+ —==*— = —. C = 78°58, 4'. A +B +4+C= 180". 
v4l v6 v4l v6  v246 


10. Hallar el área del triángulo del Problema 9. 


El área de un triángulo conocidos dos de sus lados, b y c, y el ángulo que forman, A, es igual 
a bbc sen A. 


Longitud de AB, c = v77, longitud de AC, b = 3V6. 
Por tanto, área = 1(3V6) (v77) sen 45” 44,7” = 23,1 unidades de superficie. 


11. Hallar el lugar geométrico de los puntos que disten r unidades del punto fijo (Xos Yo» Zo)- 


VA —x)Y + (y — yo) +E— Zo)? =r, O bien, (x — xo)? + (y — yo)? + (2 — zo)? = r°, ecua- 
ción de una esfera de centro en (Xp, Yo, Zo) y radio r. 


La forma general de la ecuación de una esfera es x? 4- y? + 2? + dx +ey+f2+28=0. 
12. Hallar la ecuación de la esfera de centro (2, —2, 3) tangente al plano XY. 


Como la esfera es tangente al plano XY su radio es 3. Luego, 


Vx — 2} + (y +2} + (2 — 3)? = 3. Elevando al cuadrado y simplificando, x? + y? +- z? — 4x 
+ 4y — 6z +8 =0. 


13. Hallar las coordenadas del centro y el radio de la esfera x? 4- y? + 22— 6x + 4y — 8z = 7. 
Completando cuadrados, x? — 6x + 9 + y? + 4y + 4 + 2?—8z + 16 = 36 
o bien, (x — 3} + (y + 2} + (z — 4) = 36. 


14 


15. 


16. 


17. 
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Comparando con la expresión (x — xp? + (y — yo)? + (Z — Zo}? = r? se deduce que el centro 
tiene de coordenadas (3, —2, 4) y el radio de la esfera en cuestión es 6. 


Hallar el lugar geométrico de los puntos cuyas distancias al punto fijo (2, —3, 4) son el doble de la 
correspondiente al (—1, 2, —2). 


Sea P(x, y, z) un punto genérico cualquiera del lugar. Entonces, 


VE + WA DA = 20 + FO — E + 27. 


Elevando al cuadrado y simplificando, 3x? + 3y? + 32? + 12x — 22y + 242 + 7 = 0, que es 
una esfera de centro (a J , -) y radio r = ¿VI 


Hallar la ecuación del plano perpendicular a la recta que une los puntos (2, —1, 3) y (44, 2, 2) en 
su punto medio. 


Sea P(x, y, z) un punto genérico cualquiera del plano. Entonces, 


Væ +4 +O — IAE YA = VA Hy F I EE 3 


Elevando al cuadrado y simplificando, 6x — 3y + z + 5 = 0. Esta es la ecuación del plano 
cuyos puntos equidistan de los dos dados. El plano corta a los ejes en los puntos (—5/6, 0, 0), 
(0, 5/3, 0) y (0, 0, —5), y a la recta dada en (—1, 1/2, 5/2). 


Problema 15 Problema 16 


Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distawcias a los dos puntos fijos (0, 3, 0) 
y (0, —3, 0) sea igual a 10, 


Sea P(x, y, z) un punto genérico cualquiera del lugar. Entonces, FP + PF" = 10, o sea, 
VEO FOIE OR + VA 0 +O FIF FEOF = 10. 


Pasando uno de los radicales al otro miembro y elevando al cuadrado se obtiene, después de 
reducir términos, 3y + 25 = 5V x? + y? + 6y +9 +22 


Elevando al cuadrado y simplificando, 25x? + 16y? + 252? = 400, que representa un elipsoide 
de centro el origen. 


Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancia a los dos puntos fijos (4, 0, 0) 
y (—4, 0, 0) sea igual a 6. 
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18. 


19. 


20. 


21 


22. 
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Sea (x, y, z) un punto genérico cualquiera del lugar. Entonces, 
VA — 4 +0 —03 + (2 —0$ — V(x— 4 + 0 —0% + (2 —0) = 6, 
o bien, vix — 8x + 16 +y +H = 6 HV +8x+16+9+2% 


Elevando al cuadrado de nuevo y simplificando, 7x? — 9y? — 92? = 63, que representa un hiper- 
boloide de revolución alrededor del eje x. 


Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al eje z sean tres veces la correspondiente 
al punto (—1, 2, —3). 


Distancia al eje z = distancia al punto (—1, 2, —3). 


Es decir, Vx + y = IV (x + 1 + (y — 2 (+39 | 
Elevando al cuadrado y simplificando, 8x? + 8y? + 92? + 18x — 36y + 54z + 126 = 0, que es un | 
elipsoide. 

Demostrar que los puntos A(—2, 0, 3), B(3, 10, —?), C(1, 6, —3) están en línea recta. 


Componentes de AB=>35,10,—10, o bien, 1,2,—-2; componentes de BC = —2, —4, 4, 
o bien, —1, —2, 2. 


Como las componentes son proporcionales, las rectas son paralelas. Ahora bién, como B perte- 
nece a ambas, AB y BC serán una misma recta y, por consiguiente, los puntos dados son colineales. 
Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidisten de los puntos fijos (1, 3, 8), (—6, —4, 2), 
(3, 2, 1). 

Sea (x, y, z) un punto genérico que satisfaga las condiciones del problema. 

Entonces (1) (x— 1} + (y — 3)? + (2 — 8 = (x + 6 +(y + 4 + (2 — 2}, 

y (MM E=Y+6—346=9'=(— 3946 =2 += D% 

Desarrollando y simplificando, se obtiene, (1) 7x + 7y + 6z —9 =0y(2)2x — y— 7z + 30=0. 

Solución: Tx +Ty+6z—9=0 y 2x —y—7z + 30 =0. 


Demostrar que el triángulo A(3, 5, —4), B(—1, 1, 2), C(—5, —5, —2) es isósceles. 


Longitud de AB = VQ + 12 +(58— 12 + (44— 2} = 2417. 
Longitud de BC = V(—5 + DIF (—5 — 1} 4 (—2 — 2} = 2V 17. 
Longitud de AC = vV (—5 — 3} + (—5 — 5} + (—2 + 4} = 2V 42. 


Como AB = BC = 24/17, el triángulo es isósceles. 


Demostrar, por dos métodos diferentes, que los puntos A(5, 1, 5), B(4, 3, 2), y C(—3, —2, 1), son los 
vértices de un triángulo rectángulo. 


1. Aplicando el teorema de Pitágoras, AB = V(S5—4P + (1 — 3} +(5— 2} = V 14. 


BC = V(4 + 3F +B +2 H 1) = 175, 
CA = V35F +2 F ISË = v89, 
(ABP + (BC) = (CAP, o 14 + 75 = 89. 
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2. Demostrando que AB y BC son perpendiculares. 


Cosenos directores de AB, ES == Be Cosenos directores de BC, ds nA l =, 
v14 y14 y 14 5V3 5V3 5v3 
l 7 2 5 3 1 7—10 +3 
cos B = —=* R AT -m ÁS == = 
Vis 5V3 vY14 5V3 vi4 5v3 5v42 


De otra forma: La suma de los productos de las componentes de las dos rectas es igual a cero. 
ID + S2) + 13) = 0. 
PROBLEMAS PROPUESTOS 


Representar los puntos (2, 2, 3), (4, —1, 2), (—3, 2, 4), (3, 4, —5), (24, —3, —2), (0, 4, —4), (4, 0, —2), 
(0, 0, —3), (4, 0, —2), (3, 4, 0). 


Hallar la distancia del origen a los puntos del Problema 1. 
Sol. vV17, V21, v29, 5V2, V29, 4V2, 2V5, 3, 2V5, 5. 


Hallar la distancia entre los pares de puntos siguientes: 


@) 5,3) y t3, 2 0. Sol. v38. 

(b) (0, 3, 0) y (6, O, 2). Sol. 7. 

e) (42,333.35). Sol. v78. 
Hallar el perímetro de los triángulos siguientes: 

a) (4,6,1), (6, 4, 0), (2, 3, 3). Sol. 10 + v74. 
b). (3,1, —2), (5, 5, —3), (4, —1, —1). Sol. 20 + v6. 
c) (8,4, 1), (6, 3, 3), 3, 9, 5). Sol. 14 +9v2. 


Representar los puntos siguientes y hallar la distancia de cada uno de ellos al origen así como los 
cosenos de la dirección que con él definen. 


a) (—6, 2, 3). Sol. 7, cosa = —6/7, cos f = 2/7, cos y = 3/7. 

b) (6, —2, 9). Sol. 11, cosa=6/ll, cosf = —2jil, cosy =9/11. 

c) (—8, 4, 8). Sol. 12, cosa = —2/3, cosf = 1/3, cos y = 2/3. 

d) (3, 4,0). Sol. 5, cosa = 3/5, - cos $ = 4/5, cos y= 0. de 
e) (4,4, 4). Sol. 4V3, cosa = 1/V3, cosf =1/V3, cos y = 1/V3. 


Hallar los ángulos de dirección de las rectas que unen el origen con los puntos del Problema $ a), 
d) y e). 
Sol. a) a = 148"59,8”, B = 73°23,9', y = 64%37,4", 

d) a. =337,8", PB =36522 y = 90% 

e) a= f = y = 544,1". 


Hallar las longitudes de las medianas de los triángulos cuyos vértices son los que se indican. Dar el 
resultado de las medianas correspondientes a los vértices A, B, C, por este orden. 


a) AQ, —3, 1), B(—6, 5, 3), C(8, 7, —7). Sol. v91, vV166, v217. 
DY A05, 0), BO, 9, —2),:0(=S, 3, 6): Sol. 2141, vV182, v206. 
c) A(—7, 4, 6), B(3, 6, —2), C(1, —8, 8). Sol. vYV115, v181, vV214. 


Hallar los cosenos directores de las rectas que unen el primero con el segundo de los puntos que se 
indican. 


a 1414-33 o 55M Es e) (3,5, 4), (2, 1, 2). 
AAA, a: dy (5—2, 3), (2, 3D. 
6v77 477 5v77 7V10 vI0 2v10 
E SAS AAA 
pya vā va ¿E AL 
J? 4 ° 14 u” 0 
v2 T2 


A > 


10. 


11. 


12. 
13. 


14. 
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Hallar las componentes de las rectas que pasan por los puntos que se indican. 


a) (4,7, 3), (—5, —2, 6). Sol. 3,3, —l1. 

p taah 32 Sol. —3, 0, —6. 

c) (11,2, —3), (4, —S, 4). Sel, 1,1,—1. 

Hallar el menor de los ángulos que forman las rectas que pasan por los puntos que se indican, 
a) (8,2,0), (4, 6, —7); (—3, 1, 2), (—9, —2, 4). Sol. 88°10,8'. 

b) (4, —2, 3), (6, L F) (4, =J; 3), (5, 4, —2). Sol. 90”. 

c) De(6, —2,0) a (5, 4, 2v3) y de (5, 3, 1) a (7, —1, 5). Sol. 73"11,6'. 


Hallar los ángulos interiores del triángulo cuyos vértices son (—1, —3, —4), (4, —2, —7) y (2, 3, —8). 
Sol. 86°27,7', 44725,4”, 496,9". 

Hallar el área del triángulo del Problema 11. Sol. 16,17 unidades de superficie. 

Hallar los puntos de intersección de las medianas de los triángulos siguientes: 

a) (—l1, —-3, —4), (4, —2, —7), (2, 3, —8). Sol. (5/3, —2/3, —19/3). 

b) (2,1, 4), 3, —1, 2), (5, 0, 6). Sol. (10/3, 0, 4). 

c) (4,3, 2), (7, —-1, 4), (22, 1, —4). Sol. (3, 1, —2/3). 


Demostrar que el triángulo de vértices (6, 10, 10), (1, 0, —5), (6, —10, 0) es rectángulo; hallar su área. 
Sol. Area = 25W21 unidades de superficie. 


. Demostrar que el triángulo de vértices (4, 2, 6), (10, —2, 4), (2, 0, 2) es isósceles; hallar su área. 


Sol. Area = 6119 unidades de superficie. 


Demostrar, por dos métodos distintos, que ios puntos (—11, 8, 4), (—1, —7, —1), (9, —2, 4) son 
los vértices de un triángulo rectángulo. 


. Demostrar que los puntos (2, —1, 0), (0, —1, —1), (1, 1, —3), (3, 1, —2) son los vértices de un 


rectángulo. 


. Demostrar que los puntos (4, 2, 4), (10, 2, —2) y (2, 0, —4) son los vértices de un triángulo equilátero. 


Demostrar, por dos métodos diferentes, que los puntos (1, —1, 3), (2, —4, 5) y (3, —13, 11) son 
colineales. 


Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos que equidisten de los puntos fijos (1, —2, 3) 
y (—3, 4, 2). Sol. 8x— 12y+2z + 15=0. 


Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto fijo (—2, 3, 4) sea el 
doble de la correspondiente al (3, —1, —2). 
Sol. 3x? + 3y? + 322 — 28x + 14y + 242 + 27 = 0; una esfera. 


Hallar la ecuación de la esfera de radio 5 y centro (—2, 3, 5). 
Sol. x? -+ y? 4- z? -+ 4x — 6y — 107 + 13 = 0. 


Las componentes de dos rectas son 2, —1, 4 y —3, 2, 2. Demostrar que son perpendiculares, 


Hallar el valor de k de forma que la recta que une los puntos P, (k, 1, —1) y Pa(2k, 0, 2) sea perpen- 
dicular a la que une P, y Pa(2 + 2k, k, 1). Sol. k= 3. 


. Las componentes de una recta perpendicular a otras dos, de componentes 4,, b,, €, Y aa, ba, Ca, Vie- 


nen dadas por los tres determinantes siguientes: 


byc1| [ca! |a b 
ba Ca |, | €z 42 |, | 423 ba |. 
Hallar las componentes de una recta perpendicular a otras dos de componentes 
a) 1,3, —2 y 2, 2, 4. Sol. 16,0, 8, o bien, 2, 0, 1. 
b) —3,4, 1 y 2, —6, 5. Sol. 26, i7, 10. 
c) 0,2, 1 y 4, 0, —3. Sol. 3,2,4. 
d) 5,3, —3 y —1, 1, —2. Sol. —3, 13, 8. 
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26. Hallar las componentes de una recta perpendicular a las dos rectas determinadas por los pares de 
puntos de coordenadas (2, 3, —4), (—3, 3, —2) y (—-1, 4, 2), (3, 5, 1). Sol. —2,3,-—2. 


Hallar los cosenos directores de una recta perpendicular a otras dos cuyas componentes son 3, 4, 1 
y 6,2, —1. Sol. 2/7, —-3/7, 6/7. 


. Hallar x sabiendo que el ángulo que forma la recta L, —de componentes x, 3, 5— y La —de compo- 
nentes 2, —i, 2— es 45”. Sol. 4,52. 


Hallar x para que la recta que pasa por los puntos (4, 1, 2) y (5, x, 0) sea paralela a la que une (2, 1, 1) 
y (3, 3, —1). Sol. x= 3. 


Hallar x para que las rectas del Problema 29 sean perpendiculares. Sol. x = —3|2. 
. Demostrar que los puntos (3, 3, 3), (1, 2, —1), (4, 1, 1), (6, 2, 5) son los vértices de un paralelogramo. 


Demostrar que los puntos (4, 2,—6), (5,—3, 1), (12, 4, 5), (11,9,—2) son los vértices de un 
rectángulo. 


. Demostrar que la recta que pasa por los puntos (5, 1, —2) y (—4, —5, 13) es la mediatriz del seg- 
mento determinado por (—5, 2, 0) y (9, —4, 6). 


. Hallar el ángulo formado por las rectas que pasan por los puntos (3, 1, —2), (4, 0, —4) y (4, —3, 3), 
(6, —2, 2). Sol. 1/3 radianes. 


. Hallar el valor de k para que las rectas de componentes 3, —2, k y —2, k, 4 sean perpendiculares. 
Sol. k = 3, 


Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidistan del eje y y del punto (2, 1, —1). 
Sol. y? —2y—4x +22 +6=0, 


. Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidistan del plano xy y del punto (—1, 2, —3). 
Sol. x? + y? + 2x —4y + 6z + 14 =0. 


Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de cuadrados de sus distancias a los ejes x 
e y sea constante. Sol. y? — x? =a. 


Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidistan del eje z y del plano xy. 
Sol. x? -+ y? — 2? = 0, un cono. 


. Hallar la ecuación de una esfera de centro el punto (3, —1, 2) y que sea tangente al plano yz. 
Sol. xè + y? + 2— 6x +2y—á4:+5=0. 


. Hallar la ecuación de una esfera de radio a y que sea tangente a los tres planos coordenados sabiendo 
que su centro se encuentra en el primer octante. 
Sol. xX + y? + 22 —2ax — 2ay — 2az + 2a? =0. 


. Hallar la ecuación de la esfera de centro (2, —2, 3) y que pase por el punto (7, —3, 5). 
Sol. x? + y? 4 22—4x + 4y —62 — 13 0. 


Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidistan de (—2, 1, —2) y (2, —2, 3). 
Sol. 4x— 3y + 52 —4 = Q. 


Hallar la ecuación del plano perpendicular al segmento determinado por (—2, 3, 2) y (6, 5, —6) 


en su punto medio. Sol. 4x + y —4z —20 =0. 


. Dados A(3, 2,0) y B(2, 1, —5), hallar el lugar geométrico de los puntos P(x, y, 2) de manera que PA 
sea perpendicular a PB. Sol. x? + y + 2—5x— 3y + 5: 4+8=0, 


Hallar el lugar geométrico de los puntos (x, y, z) cuya distancia al punto fijo (2, —l, 3) sea igual a 4. 
Sol. xX + y? +22 —4x + 2y — 62 —2=0. 
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Hallar el lugar geométrico de los puntos (x, y, z) cuya distancia al punto fijo (1, 3, 2) sea tres veces 
su distancia al plano xz. Sol. x?— 8y? + 22 — 2x — 6y — 4z + ¡4 = 0. 


Hallar el centro y el radio de la esfera x? + y? + 22 —2x + 6y + 22 — 14 =0. 
Sol. Centro (1, —3, —1), radio 5. 


Hallar las coordenadas del centro y el radio de la esfera. 


a) 16x? + 16y? + 162? — 24x + 48y — 5 = 0. Sol. Centro (7 —- z o): p= zea, 
b) xa+y34+2—2x—6y + 42 + 14 =0, Sol. Centro(1, 3, —2); r = 0. 
c) xX ++y +z + 4x— 2y — 6z = 0. Sol. Centro (—2, 1, 3), + = v14. 


. Hallar la ecuación de la esfera de centro (4, —3, 2) y que sea tangente al plano x + 2 = 0. 


Sol. x? + y? + 22—8x + 6y—4z—7=0., 


Hallar el lugar geométrico de los puntos situados 


a) 4 unidades delante del plano xz. Sol. y =4. 

b) 6 unidades detrás del plano yz. Sol. x=-—4. 

c) 3 unidades detrás del plano y — 1 = 0. Sol. y+2=0. 

d) 3 unidades delante del eje z. Sol. x*+y?=09, 

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a los dos puntos fijos (3, 0, 0) 
y (—3, 0, 0) sea igual a 8. Sol. 7x? + 16y? + 162? = 112, elipsoide. 


Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidistan del punto (—1, 2, —2) y del eje z. 
Sol. z? +42 + 2x —4y + 9 == 0, paraboloide. 


54. Hallar el lugar geométrico de los puntos que distan tres veces más del punto (3, —2, 1) que del 
plano xy. Sol. x? + y? — 8z? — 6x + 4y — 2z + 14 = 0, hiperboloide. 

55, Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia d+ distancias a los dos puntos fijos (0, O, —4) 
y (0, 0, 4) sea igual a 6. Sol. 9x? + 9y? — 72? + 63 = 0, hiperboloide. 

56. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya distancia del plano yz sea el doble de la correspon- 
diente al punto (4, —2, 1). Sol. 3x? + 4y? + 422 — 32x + 16y —8z + 84 = 0, elipsoide. 

57. Hallar el lugar geométrico de los puntos que distan tres veces más del plano z + 18 = 0 que del 
punto (0, 0, —2). Sol. 9x? + 9y? + 8z? — 288 = 0, elipsoide. 


58. 


Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidistan del plaro z = 5 y del punto (0, 0, 3). 
Sol. x? + y? + 4z— 16 = 0, paraboloide. 


CAPITULO 13 


El plano 


UN PLANO se representa por una ecuación lineal o de primer grado en las variables x, y, z. 
El recíproco también es cierto, es decir, toda ecuación lineal en x, y, z representa un plano. 
La ecuación general de un plano es, por consiguiente, Ax + By + Cz + D=0, siem- 
pre que A, B y C no sean nulos simultáneamente. 
La ecuación de la familia de planos que pasan por el punto (Xp, Vo, Zo) es 
Aly — Xo) + Biy — yu) + Cl — Zo) = 0. 


RECTA PERPENDICULAR A UN PLANO. Sean a, h, c las componentes de la recta; para 
que ésta sea perpendicular al plano de ecuación Ax + By + Cz + D = 0 se ha de verificar 
que dichas componentes sean proporcionales a los coeficientes de y, y, z de la ecuación del 

b . 


a , Ese a 
plano. Siempre que a, b,c, A, B, C sean todos distintos de cero y a 


( 
BE la recta 


y el plano son perpendiculares. 


PLANOS PARALELOS Y PERPENDICULARES 
Dos planos, Aix + Biy + Ciz + D,=0 y Asx + Bay + Caz + D, = 0, son paralelos 
si los coeficientes de x, y, z en sus ecuaciones son proporcionales, es decir, si se veri- 
Ax B C, 
Dos planos, Aix + Bw + Ciz + Di =0 y Aux + Bay + Caz + D = 0, son perpendicu- 
lares, cuando se verifica la relación entre coeficientes 4,4, + B¡B, + C,C, = 0. 
FORMA NORMAL. La forma normal de la ecuación de un plano es 
xcosa + y cos p + z cos y — p = 0, 
siendo p la distancia del origen al plano, y a, f, y, los ángulos de la dirección de la perpen- 
dicular al plano por el origen. 
La forma normal de la ecuación del plano Ax + By + Cz + D=0€s 
AX A BY + Crt D 
+ VA? + B? + C? is 
en donde el signo del radical se considera opuesto al de D para que la distancia p sea siempre 
positiva. 


ECUACION DEL PLANO EN FUNCION DE LOS SEGMENTOS QUE INTERCEPTA 
EN LOS EJES. La ecuación del plano que corta a los ejes x, y, z en los puntos a, b, c, res- 


L 


, ; g y 
pectivamente, viene dada por z + E 


DISTANCIA DE UN PUNTO A UN PLANO. La distancia del punto (x,, Yn 21) al plano 


TE de HEAR 
Ax + By + Cz + D = Qes d = Jere yO j 
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ANGULO DE DOS PLANOS. El ángulo agudo 0 que forman dos planos, Ax + B,y + Cz 
+ D, = 0 y Aux + Bay + Caz + D, = 0, viene definido por 


F AJA + BB, + CC, 
STC | VARF BEF CE VA? + BR CE | 
CASOS PARTICULARES. Los planos Ax + By + D =0, 
By+C2+D=0, 
Ax + Cz + D = 0, representan planos perpendiculares, 
respectivamente, a los planos xy, yz y xz. 
Los planos Ax + D = 0, By + D=0, Cz + D=0 representan planos, respectiva- 
mente, perpendiculares a los ejes x, y y zZ. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


1. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto (4, —2, 1) y es perpendicular a la recta de com- 
ponentes 7, 2, —3. 


Apliquemos la ecuación del plano en la forma A(x — Xp)+ Bly — yy) + C(Z — 2 )=0 y la 
condición de que los coeficientes sean proporcionales a las componentes dadas. 


Entonces, Vx — 4) + 2(y + 2) — 42 — 1) = 0, o bien, 7x + 2y — 32 — 21 = 0. 


2. Hallar la ecuación del plano perpendicular, en el punto medio, al segmento definido por los puntos 
(—3, 2 1) y (9, 4, 3). 


Las componentes del segmento son 12, 2, 2, o bien, 6, 1, 1. El punto medio del segmento tiene 
de coordenadas (3, 3, 2). Luego la ecuación del plano es 


6(x — 3) + (y — 3) + (z — 2) = 0, o bien, 6x + y +z— 23 =0. 


3. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto (1, —2, 3) y es paralelo al plano 


x— 3y + 2z = 
La ecuación del plano pedido es de la forma x — 3y + 2z = k. Para hallar k, se sustituyen las 
coordenadas (1, —2, 3), en esta ecuación, ya que este punto pertenece al plano en cuestión. 


Entonces, | — 3(—2) + 2(3) = k, de donde k = 13. La ecuación pedida es x — 3y + 2z = 13. 


4. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto (1, 0, —2) y es perpendicular a los planos 


La familia de planos que pasan por el punto (1, 0, —2) es A(x — 1) + B(y — 0) + C(z + 2) = 0. 
Para que uno de estos planos sea perpendicular a los dos dados, 


2A+B=C=0 y 
A=B-C=0. 
Resolviendo el sistema, A = —2B y C = —3B. 
La ecuación pedida es —2B(x — 1) + B(y — 0) — 3B(2 + 2) = 0, o bien, 2x — y + 3z +4 =0. 


5. Hallar la ecuación del plano que pasa por los puntos (1, 1, —1), (—2, —2, 2), (1, —1, 2). 


Sustituyendo las coordenadas de estos puntos en la ecuación Ax + By + Cz + D = 0 se obtiene 
el sistema 
A+ B— C+D=0, 
—2A — 2B + 2C + D =0, 
A— B+2C+D=0. 
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Despejando A, B, C y D resultan, D =0, A = — C/2, B = 3C/2, C =C. 
Sustituyendo estos valores y dividiendo por C resulta la ecuación 


x—3y— 2z = 0. 


Otro método. La ecuación del plano que pasa por los puntos (Xi Pi 21). (Xas Vas 23) Y (Xas J'a 23) 
es el desarrollo del determinante igualado a cero siguiente: 


x y ES l 
Me Y y 1 
e Je ts 11=0% 
AS ve =s 1] 
Estudiar la ecuación 2x + 3y + 6z = 12, 
Como la ecuación es lineal o de primer grado, repre- 
senta un plano. 
Las componentes de la normal son 2, 3, 6. Los cose- 
: 2 3 
nos directores de esta normal son cos a = y» Cos p= 7 
cos y = p 
i 
Los puntos de intersección con los ejes tienen de coor- Y 


denadas (6, 0, 0), (0, 4, 0) y (0, 0, 2). 

Las rectas de intersección de un plano con los planos coordenados se llaman trazas del plano. 
Para hallar las ecuaciones de las trazas: en el plano xy, z = 0; luego la ecuación de la traza es 
2x + 3y = 12. Análogamente, para hallar la traza con el plano xz se hace y = O y resulta 2x + 6z =12 
o bien, x + 3z = 6, y la ecuación de la traza cun el plano yz es 3y + 6z = 12, o bien, y + 2z = 4. 
En la figura se representan los puntos de intersección con los ejes y las trazas del plano. 

Para hallar la longitud de la normal, es decir, la distancia del origen al plano: 


AX +By, + Cz +D ldj =| 2(0) + 3(0) + 6(0)—12 | 12 
ES | A A 


IVA +B +C | 7 qe 


Hallar la distancia del punto (2, 2, 3) al plano de ecuación 8x — 4y — z — 8 = 0. 


dx-—4y 28 e, ene 
La ecuación en forma normal es - =0. 
v64 +16 +1 9 
Sustituyendo las coordenadas del punto, d := ARES AA == T 


El signo negativo indica que el punto y el origen están al mismo lado del plano. 


Hallar el menor ángulo formado por los planos (1) 3x +2r—5:—4=0 
y (2) 2x— 3y + 5:—8=0. 


Los cosenos directores de las normales a los dos planos son: 


3 5 
cos My = ——, cos f, == ——, Cosy = ———=-, 
' y3 E id V38 
2 —3 5 
COS My = ——=", COS fp = —=r, COS pa = -—— 
v 38 v38 v38 


Sca () el ángulo formado por las dos normales. 
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3 2 2 3 5 5 25 
A A AS RÁ A , de donde 9 = 48*51,6'. 
V38 v38 v38 v38  vV38 v38 38 


Entonces, cos 0 = 


9. Hallar el punto de intersección de los planos: x -+ 2y— z= 6, 
2x — y +3 = —l13, 
3x — 2y + 3z = —16. 
Tenemos tres ecuaciones lineales. La solución de este sistema nos da las coordenadas del punto 


de intersección de los tres planos. 
Dicho punto es (—1, 2, —3). 


10. Hallar la ecuación del plano que pasa por la recta de intersección de los planos 3x + y— 5z +7 =0 
y x— 2y + 4z — 3 =0 y por el punto (—3, 2, —4). 
La ecuación del haz de planos que pasa por la recta de intersección de otros dos dados es de la 
y forma, 3x + y— 5z +7 + k(x — 2y + 4z — 3) = 0. 


Para hallar el plano del haz que pasa por el punto (—3, 2, —4), se sustituyen los valores —3, 2, 
—4 en lugar de x, y, z, respectivamente, con lo que 


—9 + 2 + 20 + 7 + k(—3 — 4 — 16 — 3) = 0, de donde k = 10/13. 
Sustituyendo y simplificando se obtiene 49x — 7y — 25z + 6l = 0. 


11. Hallar las ecuaciones de los planos bisectores del diedro formado por los planos 


6x— 6y +72+21=0 y 
2x + 3y — 6z — 12 = 0. 


Sea (xı, Yı Z1) un punto genérico cualquiera del plano bisector. Las distancias de (x1, Yı, 21) 


` a los dos planos deben ser iguales. Luego, 
Gra — 6) + Ta +21 _, 2% ta 62, — 12 
—11 a 7 1 


Quitando denominadores y simplificando se obtiene: 64x — 9y — 172 + 15 = 0 
y 20x — 75y + 115z + 279 = 0. 


12. Hallar la ecuación del plano que pasa por los puntos (1, —2, 2), (—3, 1, —2) y es perpendicular al 
plano de ecuación 2x + y—z +6=0. 


Sea Ax + By + Cz + D = 0 la ecuación del plano buscado. 
Como los dos puntos dados pertenecen a él, sustituyendo valores, 
A=2B+2C+D=0 y 
—34 + B-2C+D=0. 


Por otra parte, el plano pedido debe ser perpendicular al plano 2x + y — z + 6 = 0; por tanto, 
24 + B—C=0. 
Despejando A, B, D en función de C, A = — S B= sa D= aan 


Sustituyendo estos valores y dividiendo por C se obtiene la ecuación pedida, 
x— 12y— 10z — 5 = 0. 


13. Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidistan del plano 2x — 2y + :— 6 = 0 y del 
«punto (2, —1, 3). ; 


Sea (x, y, z) un punto genérico del lugar, Entonces, 
TOTO: y AER TO E PERES Y 2x— 2y +:—6 
VA 2E Eoy + IHES 3 = STALE sl 
Elevando al cuadrado y simplificando, 5x? + 5)? + 822 -- 8xy — 4vz  4y2 — 12x — 6y — 42: 
+90 =0. 
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14. Hallar las ecuaciones de los planos paralelos al de ecuación 2x — 3y — 6z — 14 = 0 y que dis- 
ten 5 unidades del origen. 


La ecuación de la familia de planos paralelos al dado es de la forma 2x — 3y — 6z — k = 0. 
La distancia de un punto cualquiera (x,, Yı, Z1) al plano 2x — 3y -— 6z — k = 0 es 


d= i E 


Como d = +5 desde (0, 0, 0), se tiene, +5 = AI, de donde k = +35. 


Luego la ecuación pedida es 2x — 3y — 6z + 35 = 0. 


En la figura se representan el plano 1, que es el dado, y los planos Il y IHI, que son los que se 
piden. 


(0,0,10) 


E i 


2,0,0 X 


1 
| 
1 
1 
l 
' 
I 
' 
i 


Problema 14 Problema 15 


15. Hallar la ecuación del plano 5x — 3y + 6z = 60 en función de los segmentos que intercepta sobre 
los ejes de coordenadas. 


x y ESTA 
ETT”? 


Los puntos de intersección con los ejes son 12, —20, 10. 


Dividiendo por 60 resulta la ecuación, 


16. Demostrar que los planos 7x + 4y — 4z + 30 = 0, 
36x — Sly + 12z + 17 =0, 
14x + 8y — 8z — 12 = 0, y 
12x — 17y + 4z — 3 = 


son las cuatro caras de un paralelepipedo rectángulo. 


z 7 4 —4 

Los planos primero y tercero son paralelos, ya que TS + 
Los pl and t bié lel O 
os planos segundo y cuarto son también paralelos, pues 37 = 7 = q” 


Además, los planos primero y segundo son perpendiculares, porque 
1(36) + 4—51) — 4(12) = 252 — 204 — 48 = 0. 
17. Hallar el lugar geométrico representado por la ecuación x? + y? — 2xy — 42? = 0. 
Escribamos esta ecuación en la forma x? — 2xy + y? — 42? = (x — y — 22) (x — y + 22) = 0. 
El lugar está constituido por los dos planos, que pasan por el origen, 


x—y—2=0 y 
x—y+2z =0. 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 


. Hallar la ecuación del plano: 


a) Paralelo al plano xy y situado 3 unidades por debajo de él. Sol. z = —3. 

b) Paralelo al plano yz y que corta al eje x en el punto de abscisa 4. Sol. x= 4, 

c) Perpendicular al eje z en el punto (0, 0, 6). Sol. z=6, 

d) Paralelo al plano xz y a 6 unidades detrás de él. Sol. y = —6, o bien, y +6 = 0. 


. Hallar la ecuación del plano horizontal que pasa por el punto (3, —2, —4). 


Sol. z=-—4,0obien,z+4=0 


. Hallar la ecuación del plano paralelo al eje z y que corta a los ejes x e y en los puntos 2 y —3, res- 


pectivamente. Sol. 3x—2y—6=0. 


+. Hallar la ecuación del plano paralelo al eje z y cuya traza con el plano xy es la recta x + y—2=0, 


Sol. x+y>—2=0. 


. Hallar las ecuaciones del plano: 


a) Que pasa por el punto (3, —2, 4) y es perpendicular a la recta de componentes 2, 2, —3. 
Sol. 2x + 2y — 3z +10 = 0. 

b) Que pasa por el punto (—1, 2, —3) y es perpendicular al segmento determinado por (—3, 2, 4) 
y (5, 4, 1). Sol. 8x + 2y—3z—5= 0. 

c) Que pasa por el punto (2, —3, 4) y es perpendicular a la recta que une dicho punto con (4, 4, —1). 
Sol. 2x + 7y — 5z +37 =0, 

d) Perpendicular, en el punto medio, al segmento que une los puntos (—2, 2, —3) y (6, 4, 5). 
Sol. 4x + y +4z—15=0. 


. Hallar la ecuación del plano: 


a) Que pasa por el punto (—1, 2, 4) y es paralelo al plano 2x — 3y — 5z + 6 = 0. 
Sol. 2x— 3y — 5z + 28 = 0. 

b) Que pasa por el punto (2, —3, 6) y es paralelo al plano 2x — 5y + 7 = 0. 
Sol. 2x— 5y — 19 = 0. 

c) Que pasa por el origen y es paralelo al plano 3x + 7y — 6z + 3 = 0. 
Sol. 3x + 7y — 6z = 0. 

d) Paralelo al plano 6x + 3y — 2z — 14 = 0 y equidistante de él y del origen. 
Sol. 6x + 3y—2z + 7=0. 

e) Paralelo al plano 3x — 6y — 2z — 4 = 0 y a 3 unidades del origen. 
Sol. 3x— 6y — 2z + 21 = 0. 


. Hallar la ecuación del plano: 


a) Paralelo al plano 6x — 6y + 7z — 44 = 0 y a 2 unidades del origen. 
Sol. 6x— 6y + 7z + 66 =0. 

b) Paralelo al plano 4x — 4y + 7z — 3 = 0 y distante 4 unidades del punto (4, 1, —2). 
Sol. 4x—4y + 7z + 38 = 0, 4x — 4y + 7z — 34 =0. 

c) Paralelo al plano 2x — 3y — 5z + 1 =0 y distante 3 unidades del punto (—1, 3, 1). 
Sol. 2x— 3y — 5z + 16 + 3438 =0. 


. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto (3, —2, 4) y es perpendicular a los planos 


Ix — 3y +z— 5 = 0 y 4x—y—z +9 =0. Sol. 4x + lly + 5z — 10 = 0. 


. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto (4, —3, 2) y es perpendicular a la recta de inter- 


sección de los planos x — y + 2z — 3 = 0 y 2x— y— 3z =0 
Sol. 5x+7TYy+z—1=0. 


Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto (1, —4, 2) y es perpendicular a los planos 
2x + Sy — z — 12 = 0 y 4x — 7y + 3z +8 = 0. 
Sol. 4x — 5y — 17z + 10 = 0. 


Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto (7,0,3) y es perpendicular a los planos 
2x — 4y + 3z = 0 y 7x + 2y + z— l4 = 0. Sol. 10x — 19y — 32z + 26 = 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23 
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Hailar la ecuación del plano que pasa por el punto (4, 1,0) y es perpendicular a los planos 
2x—y—42—6=0 y x+y+2:-—3=0. Sol. 2x— 8y + 3z =0. 
Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto (l, 1, 2) y es perpendicular a los planos 
2x — 2y — 4z — 6 = 0 y 3x + y +62 —4=0. Sol. x+3y—2—2=0. 
Hallar la ecuación del plano perpendicular a los planos 3x — y + z = 0 y x + 5y + 3z = 0 y que 
diste v6 unidades del origen. Sol. x+y—22+6= 
Hallar la ecuación del plano perpendicular a los planos x — 4y + z = 0 y 3x + 4y +z—2=0 
y que diste una unidad del origen. Sol. 4x— y— 8z +9 =0. 
Hallar la ecuación dei plano que pasa por los puntos (2, 2, 2) y (0, —2, 0) y es perpendicular al plano 
x— 2y +3z—7=0. Sol. 4x—y—22—2=0 
Hallar la ecuación del pu que pasa por los puntos (2, 1, 1) y (3, 2, 2) y es perpendicular al plano 
x+2y—5-—3=0 Sol. Ix—6y—z2—7=0. 
Hallar la ecuación del plano que pasa por los puntos (2, —1, 6) y (1, —2, 4) y es perpendicular al 
plano x — 2y — 2z + 9 =0. Sol. 2x + 4y— 3z + 18 = 
Hallar la ecuación del plano que pasa por los puntos (1, 2, —2) y (2, 0, —2) y es perpendicular al 
plano 3x + y + 2z =0. Sol. 4x +2y—72—22=0 
Hallar la ecuación del plano que pasa por los puntos (1, 3, —2) y (3, 4, 3) y es perpendicular al plano 
1x— 3y + 52 —4=0. Sol. 20x + 25y— 132 — 121 =0. 
Hallar la ecuación del plano que pasa por los puntos 
a) (3, 4, 1), (1, —2, 5h (1, Y 1). Sol. 3x + 2y +6z— 23 = 0. 
b (hh D 1, 6), (3, 2, 4). Sol. 2x +:2z—10=0. 
c) (2,1,3), El, 2, 4), (4, 2, 1). Sol. S5Sx—4y + 32 —15=0. 
d) (3,2, 1), (1, 3, 2), (1, —2, 3). Sol. 3x + y + 5z — 16 =0. 
e) (4, 2; 1), (1, —2, 2), (0, 4, —5). Sol. lix > 17y — l3z + 3 = 0. 
Representar los planos siguientes, hallando los puntos de intersección con los ejes y las trazas con 
los planos coordenados. 
a) 2x + 4y +3z— 12 =0. c) x+y=ó. e) 2x—z:=0. 
b) 3x— 5y + 2z — 30 = 0. d) 2y— 3z = 6. f) x—6=0. 
Hallar la ecuación de los planos definidos por: 7] 
a) a= 120°, p = 45”, y = 120%, p = 5. Sol. x—vV2y+2+10=0. 
b) a: ==90%, B= 1353y = 45%, p = 4, Sol. y— z + 4V2 = 0. 


c) el pie de la normal al plano por el origen es el punto (2, 3, 1). 
Sol. 2x+3y+2—14=0. 


d) a= 120°, B=60", y = 135°, p = 2. Sol. x—y+V2z+4=0. 
e) p=2, Ds = E == EL, Sol. x—4y—8z + 18 =0, 


. Reducir las ecuaciones siguientes a su forma normal y, a continuación, determinar los cosenos di- 


rectores y la longitud de la normal. 

a) 2x— 2y +:—12=0. Sol. cosa == 2/3, cos 8 = —2/3, cos y = 1/3, p = 4. 

b) 9x+6y—22+7=0. Sol. cosa = —9/11, cos 8 = —6/11, cosy = 2/11, p= 7N 
c) x—4y+8:—27=0. Sol. cosa = 1/9, cos $ = —4/9, cos y = 8/9, p = 3. 


. Hallar la distancia del punto al plano indicados. 


a) Punto (—2, 2, 3), plano 2x + y — 22— 12 =0. Sol. —20/3. Interprétese el signo. 
b) Punto (7, 3, 4), plano Ex — 3y + 2z: — 13 =0. Sol. 4. 

c) Punto (0, 2,3), plano 6x — 7y — 62 + 22 =0. Sol. 10;1l. 

d) Punto (1, —2, 3), plano 2x — 3y + 2z — 14 = 0. Sol. O. 


Hallar el ángulo agudo que forman los planos 
a) 2x=y+2=7 x+y+2—ll=0. Sol. 60°. 
b) x+2y—z=12,x—2y-—2—7=0, Sol. 82*10,7". 
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c) 2x— 5y + l4z= 60, 2x +y—22—I18=0, Sol. 49°52,6'. 
d) 2x +y—2z= 18, 4x—3y— 100 = 0. Sol. 70°31,7'. 


27. Hallar el punto de intersección de los planos 2x — y — 2z = 5, 4x + y + 3z = l, 8x — y +z = 5. 
Sol. (3/2, 4, —3). 
28. Hallar el punto de intersección de los planos: 
a) 2x + y—z— l = 0, 3x— y— z: +2 = 0, 4x— 2r + :z:—3 = 0. Sol. (1,2, 3). 
b) 2x + 3y+3=0, 3x + 2y— 5z +2 = 0, 3y— 4z + 8 =Q. Sol. (3/2, —2, 1/2). 
c) x +2y +4z= 2, 2x + 3y— 2z + 3 = 0, 2x— y +42 +8=0. Sol. (—4, 2, 1/2). 


D 


29. Hallar la ecuación del plano que pasa por la recta de intersección de los planos 2x — 7y + 4z —3 = 0 
3x — 5y + 4z + 11 =0, y el punto (—2, 1, 3). Sol. 15x — 47y + 28z —7=0 


30. Hallar la ecuación del plano que pasa por la recta de intersección de los planos 3x — 4y -+ 2z — 6 = 0, 
2x + 4y — 2z + 7=0, y por èl punto (1, 2, 3). Sol. 43x — 24y + 122 — 31 = 0. 


, 


31. Hallar la ecuación del plano que pasa por la recta de intersección de los planos 2x — y + 2z — 6 = 0 
3x—6y + 2z — 12 =0, y que corta al eje x en el punto (6, 0, 0). 
Sol. x—5y—6=0, 


32. Hallar las ecuaciones de los planos bisectores del diedro formado por los planos 2x — y —22—6=0 


y 3x + 2y—6z = 12. Sol. 5x—13y +4: —6=0, 23x— y — 327 — 78 = 0. 

33. Hallar las ecuaciones de los planos bisectores del diedro formado por los planos 6x — 9y +-2z + 18=0 
y x— 8y + 4z = 20. Sol. 65x — 169y + 62z — 58 = 0, 43x + 7y — 26z + 382 = 0. 

34. Hallar las ecuaciones de los planos bisectores del diedro formado por los planos 3x + 4y — 6 = 0 
y 6x — 6y + 72 + 16 = 0. Sol. 9x + 2y + 52 + 2 = 0, 3x + 74y — 352 — 146 = 0. 

35. Hallar la ecuación de los planos siguientes en función de los segmentos de intersección con los ejes. 
a) 2x— 3y + 4z = 12. b) 3x + 2y— 5z = 15. c) x +3y+4z= 12. 

xX y Dile X F an A a 

Sol. a) e E ia b) + 732% c) eg AGA k 

36. Hallar las ecuaciones de los planos que cortan a los ejes en los puntos: 
a) (—2, 0, 0), (0, 3, 0), (0, 0, 5). So. 54m 1, 
b) (3,0, 0), (0, —2, 0). Sol. 5 — Ë = 1. (Paralela al eje z.) 
c) (4,0, 0). Sol. x = 4. (Paralelo al plano yz.) 

37. Demostrar que los planos siguientes son las caras de un paralelepipedo: 3x— y +42 —7 = 0. 
x + 2y—-z + 5 = 0, 6x— 2y +8: + 10 = 0, 3x + 6y —32—7 =0, 

38. Hallar el lugar geométrico de los puntos que disten del plano 3x — 2y — 6z = 12 el doble que del 


plano x — 2y + 22 + 4 = 0. 
Sol. 23x — 34y + 107 + 20 = 0, 5x— 22y + 46z + 92 = 0. 


39. Hallar la distancia entre los planos paralelos 2x — 3y — 6z — 14 = 0 y 2x — 3y — 6z + 7 = 0, 


Hacer la figura. Sol. 3; 
40. Hallar la distancia entre los planos 3x + 6y + 2z = 22 y 3x + 6y + 2z = 27. Hacer la figura. 
Sol. SIT: 
41. Hallar la figura representada por x? + 4y? — 2? + 4xy = 0. i 
* Sol. Dos planos que se cortan: x + 2y + z = 0, x + 2y—z =0. 


42. Hallar la figura representada por x? + y? + 2? + 2xy — 2xz — 2yz — 4 = 0. 
Sol. Dos planos paralelos: x + y— z: + 2 = 0, x + y—z—2=0. 


43. Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidistan del plano 6x — 2y + 3z + 4 =0 y del 
punto (—1, 1, 2). 
Sol. 13x? + 45y? + 402? — 24xy — 36xz + 12yz + 50x — 82y — 220z + 278 = 0. 


CAPITULO l4 


La recta en el espacio 


RECTA EN EL ESPACIO. Una recta en el espacio viene definida por la intersección de dos 
planos, 
Ax + Bıy + Cz + D, = 
Ax + Bay + Cz + Da = 0 


excepto cuando estos sean paralelos. 


FORMA PARAMETRICA. Sean a, f, y, los ángulos de la dirección de t 
la recta L y P(x;,, Yı, z,) un punto genérico de ella. La recta L es el Plx,y,z) 
lugar geométrico de los puntos P(x, y, z) tales que x — x, = 1 cos a, si 
y — yı = t cos ff, z — z; = t cos y, O bien, x = x; + t cos a, y = Pi 
+ t cos f$, z = 2, + t cos y, en las que el parámetro ? representa la 
longitud variable P,P. 

Llamando a, b, c, a las componentes de L, estas ecuaciones se 
pueden escribir en la forma 


x=X, + at, y = y, + bt; = 2, + êt. 


FORMA CONTINUA. Las ecuaciones de la recta que pasa por un punto P,(xXı, Yı, Z,) y cuyos 
ángulos de dirección son a, f, y, vienen dadas por 


A X,Y,Z) 


NO E y Z—2, 


cosa Ccosf cosy 


Llamando a, b, c, a las componentes de la recta, la ecuación en forma continua es 


Si L es perpendicular a uno de los ejes de coordenadas, la ecuación toma una de las for- 
mas siguientes: 


E ==: z= =S e (perpendicular al eje x). 
x—x z—z , É 
Y= Is» 2 = E | (perpendicular al eje y). 
x— x y—y l : 
Z =Z} g q == gA (perpendicular al eje z). 
Si L es perpendicular a dos ejes, la recta queda determinada por las dos ecuaciones si- 
guientes: 
x = X, V = y, (perpendicular a los ejes x e y). 
x = X, Z = Z (perpendicular a los ejes x y 2). 
y = y Z = 7, (perpendicular a los ejes y y 2). 


RECTA QUE PASA POR DOS PUNTOS. Las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos 
P(X1 Y 21) y PAX» Yz 22) SON 


E -aen X y a Yı B e= <1 


Xa NAi Ya == Yi E E 
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PLANOS PROYECTANTES. Cada una de las ecuaciones 


X PDFS Xı y EP Yı X Eo Xi Z v Z1 prs Tere Y: 2 == Zi 


a b i a Eo A b C 


son la de un plano que contiene a la recta. Coma cada uno de estos planos es perpendicular 
a uno de los planos coordenados, reciben el nombre de planos proyectantes de la recta; 
sus trazas con aquellos son las proyecciones de la recta sobre dichos planos de coordenadas. 


PARALELISMO Y PERPENDICULARIDAD ENTRE RECTAS Y PLANOS. Una recta 
de componentes a, b, c, y un plano Ax + By + Cz + D = 0 son 
(1) paralelos si se verifica la relación Aa + Bb + Cc = 0, y recíprocamente, 
B 
b 


; y : À A 
(2) perpendiculares si se verifican las relaciones a = g = q> y Teciprocamente, 
a c 


PLANOS QUE PASAN POR UNA RECTA. Dadas las ecuaciones 
Aıx + B,y + C + D, =e 0 
la ecuación Aat + Byt Cr + Dy 0, 
Ax -+ By + Ciz + D, + K(A,x + By -+ Caz + D,) == 0, 


siendo K un parámetro, representa el haz de planos que pasan por la recta de intersección 
de los dos dados, es decir la de todos los planos que pasan por dicha recta. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


1. Dadas las ecuaciones 2x — y + z = 6, x + 4y — 2z = 8, hallar, 
a) el punto de la recta para z = 1, 


b) los puntos de intersección de la recta con los planos coordenados, 
c) las componentes de la recta, 
d) los cosenos directores de la recta. 


a) Sustituyendo z = 1 en las dos ecuaciones resultan, 2x — y = 5, x + 4y = 10. 


Resolviendo el sistema, x = A y= a Luego el punto pedido tiene de coordenadas 


I0 3 , 
A Ti 


: 32 10 
b) Como z =0 en el plano xy, procediendo como en a) se obtiene el punto (5 37 o). 


Análogamente, los otros puntos de intersección son (4, 0, —2) y (0, 10, 16). 


c) Los puntos a > 1] y (4, 0, -—2) pertenecen a la recta. 


3 
; 10 3 2 5 ; 
En consecuencia, sus componentes son 4 — EE 0 — 7’ —2— 1, o sea, E —23, o bien, 
2, —5, —9, 
d)  Loscosenos direct n co 2 2 cos $ EE. cosy => 
nos directores son cos a = —————————— = ——, Cos f = ——, COS y = — + 
v4 +25+81  vIl0 v 110 v/110 


Otro método. También se pueden obtener las componentes de la recta observando que ella es 
perpendicular a las normales a los dos planos que la definen. Teniendo en cuenta la notación de 
determinante, a partir de la disposición matricial 

1 4 —2 1 
2 —] 1 2 —1 formada con los coeficientes de x, y, Z, 
pa l 
se deduce 


nF EEGA = A EAN] 


41 
| =—9, o bien, 2, —5, —9. 
o | | 


i32 2 


LA RECTA EN EL ESPACIO 125 


2. Hallar el ángulo agudo formado por las rectas (1) 2x—y+32—4=0, 3x +2y—z+7=0 
y Q) x+y—22+3=0, 4x—y+32+7=0. 


Los cosenos directores de la primera recta son, —5, 11, 7, y los correspondientes de la segunda, 
—1, 11, 5, obtenidos como ya se explicó en el Problema 1d). 

Llamando 0 al ángulo formado por las dos rectas, se tiene 
—3 —1 11 li 7 5 23 


cos 0 = ——=— * —— + gmn raen AS =T} de donde f = 18°1,4'. 
v195 y147 v195 v147 v195 v147 3165 


3. Demostrar que las rectas (1) x — y + z— 5 = 0, x— 3y + 
y (2) 2y +z— 5 = 0, 4x — 2y + 5z — 
son paralelas. 
Las componentes de la primera recta son: 


D O sea, 3, 1, -2+ 


Las componentes de la segunda recta son: 


b "i í > » 
0 o 12, 4, -8, Ps MOPS: TA CRA Me AO ; 
; PO sea, 4, -8, o bien 3, 1, -2 (4.4.0) 


Como las componentes de ambas rectas son iguales, éstas 
son paralelas. 


-6,0,11) 


pop A 


Ra 
I l 
oo 


Der 


x+1 y—5 z—7 x+4 y— | z— 
$ $ i E ÁS A = HU = ——— SOn per- 
4. Demostrar que las rectas > 3 = y 5 =$ pe 
pendiculares. 
Los cosenos directores de la primera recta son cos a 2 cos f b- cos y 2 
se = Sd = —='y E 
p vV 14 vi v14 
L di de I da rect a o E 
os cosenos directores de la segunda recta son cos a = ——, Cosf = --, = —z= 
j v35 v35 v35 
A EE 7 + A =d l Mr A 


: z e — + Á— * —— = == — 
vIi4 v35 vl4 v35 vi4 v35 yi4 v35 


También, tomando como componentes de las rectas (2, 3, —! y 5, —3, 1) se tiene, 2(5) + 3(—3) 
+ (—1) (1) = 0, de donde se deduce que son perpendiculares. 


5. Representar la recta 3x -— 2y + 3z — 4 =0,x — 2y —z +4 = 0. 
Se hallan dos de los puntos de intersección con los planos 
coordenados y, a continuación, se unen entre si. 
Para hallar la intersección con el plano xy se hace z = 0. 
Es decir, 
3x -— 2y = 4 
x-—2y = —4. 


De aquí se deducen los valores x = 4, y = 4. Luego el punto 
de intersección con el plano xy es (4, 4, 0). 

Análogamente, el punto de intersección con el plano yz 
es (0, 1, 2). 


6. Hallar el punto de intersección de la recta x +2y—2—6=0, 2x— y + 3z + 13 =0 con el 
plano 3x — 2y + 3z + 16 = 0. A 

Como el punto buscado debe satisfacer a las tres ecuaciones habrá que resolver el sistema co- 

rrespondiente. Eliminando z se obtienen las dos ecuaciones, 3x + 2y— 1 = 0, x—y+3=0, 
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De estas dos resulta, x = —1, y = 2. Sustituyendo estos valores en x + 2y—z—6=0 se 
deduce z = —3. Luego el punto de intersección tiene de coordenadas (—1, 2, —3). 


7. Demostrar que las rectas de ecuaciones 
x—y—2—7=0, 3x—4y—11l = 0, y x +2y—2z—1=0,x+y+1=0 
se cortan. 
Sean (xı, Yı, 7,1) las coordenadas del punto de intersección de las dos rectas. Estas deben satis- 
facer la ecuación de cada uno de los pianos. Por consiguiente, 
(0) 2231 = 7 
(2) 3x,—4y, = ll 
B) x1+2y-—2=l 
(4) x+y=-—l. 
Restando (3) de (1) se obtiene y, = —2. Sustituyendo este valor de y, en (4) resulta x, = 1. 
Sustituyendo estos dos valores en (1), z} = —4. 
El punto de intersección tiene de coordenadas (1, —2, —4). 


8. Hallar el ángulo formado por la recta x + 2y—24+3=0, 2x— y +32 4+-5=0, y el plano 
3x —4y + 22—5=0. 


Para obtener las componentes de la recta: 


` 


. peo] o sea, 6-1, -2-3, -1-4, O bien, 5, -5,-5, Oloquees igual 1, —1,-1. 


El ángulo formado por la recta y el plano es el complementario del ángulo 0 que la recta forma 
con la normal al plano. Las componentes de la normal son 3, —4, 2. 


AYEAO ARE onde a S 
V3 v29 v87 


cos Ó = 


El ángulo formado por la recta y el plano es 32°25’, 


9. Hallar la ecuación, en forma continua, de la recta intersección de los planos 


2x— 3y + 32—4 = 
x+2y— 24+3=0, 


Eliminando z e y entre las ecuaciones dadas se obtiene, 
Sx+3y+5=0 y 7Tx+32+1=0, 
Igualando los valores de x de ambas ecuaciones resulta, 


$ l 5 l 
x= 3y -i 5 == 3z +l o sea x = á 3 = J i : Oo bien pa i afri AS dl EN 
E E dE ES E Tr” >. — 
3 $ 
; : 5 1 
Estas ecuaciones son las correspondientes a una recta que pasa por el punto (0, — E 


y que tiene de componentes 3, —5, —7. 


10. Escribir, en forma paramétrica, las ecuaciones de la recta de intersección de los planos 
3x + 3y—424+7=0 y x+6y+22—6=0, 
Eliminando y y z entre las ecuaciones dadas se obtiene, 
x—22+4=0 y x +3 p—1=0 
Igualando los valores de x de ambas ecuaciones resulta, = e tz, /3 pera + f A 


Si igualamos ahora cada uno de los miembros a un parámetro ?, se obtienen las ecuaciones 
paramétricas de la recta dada: x= 61, y = § — 2i, 7 =2 4 31. 


$ 


k 2. 


11. 
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Hallar las ecuaciones de los planos proyectantes de la recta de intersección de los planos de ecuaciones 
2x + Jy— 52 +6=0 
Iix—2y + 2—-8=0. 

Para hallar los planos proyectantes basta eliminar, sucesivamente, z, y y x entre las dos ecua- 


ciones; se obtienen los planos 17x — 7y — 34 = 0, 13x — 7z — 12 = 0 y 13y — 17z + 34 = 0, que 
son los proyectantes de la recta sobre los planos xy, xz e yz. 


12. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (1, —2, 2) y cuyos ángulos de dirección 
son 607, 120°, 45°. 
Teniendo en cuenta 22% = 2% 2-4 resulta 
cos a cos $ cos y 
x— 1 y+2 z—2 x—i y+2 z—2 
-z = y = -—— 5) 0 Sea, = = a 
cos 60° cos 120 cos 45 — —) t2 
o bien, EE Ea a= 
l =l v2 
13. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos (—2, 1, 3) y (4, 2, —2). 
s x— — z—z ; 2 -— — 
Teniendo en cuenta = = = A = = p E E se obtiene 7 n 8 rn : = E, 
O O A 
pr DO E 
14. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (1, —3, 4) y es perpendicular al plano 
x—3y + 2z = 4. 
Las componentes de la recta son 1, —3, 2. 
Las ecuaciones pedidas son a zs pan 2# e o bien, 3x + y = 0, 2y + 3z-— 6 = 0. 
15. Hallar la ecuación del plano formado por las rectas 
=D AL BA El... PL. and 
ds Sar dol e: EA A O 


Obsérvese que las rectas se cortan en el punto (1, —1, 2). 


Apliquemos la ecuación Ax + By + Cz + D = 0. Como las dos rectas pertenecen al plano, 
serán perpendiculares a la normal a éste. Por tanto, 


4A +2B+3C=0 
SA +4B + 3C =0. 


Por otra parte, el punto (1, —1, 2) también pertenece al plano. Luego, 
A—B+2C +4 D=0. 


Como tenemos cuatro incógnitas y solamente tres ecuaciones, despejemos tres de aquéllas en 
función de la cuarta (sistema indeterminado con infinitas soluciones). 

Despejando A, C, D en función de R resulta: A = —2B, C = 2B, D = —B. Sustituyendo estos 
valores en la ecuación general y dividiendo por B se obtiene, 2x — y — 2z + 1 = 0. 


PROBLEMAS PROPUESTOS 


Hallar las coordenadas del punto de la recta 


a) 2x— y +z— 5 = 0, x +2y— 2z — 5 = 0, paraz = 1. Sol. (3,2, 1). 

b) 4x— 3y +22 —7 = 0, x + 44 —z—5 = 0, para y = 2. Sol. (7/6, 2, 25/6). 
SE = nem Atg an > l magai Sol. (3, —14/3, 5/3). 
d) 2x = 3y— l, 3z = 4 — 2y, para x = 4. Sol. (4, 3, —2/3). 

e) x=4— 31, y=-—1 + 4t, z = 2t — 3, para t = 3. Sol. (=S5, 11, 3). 


+ 
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2. Hallar los puntos de intersección con los planos coordenados de las rectas siguientes. Dibujar estas 
rectas uniendo dos de los puntos de intersección. 


a) x—2y+2=0, 3x+ y+2:=7. Sol. (2, 1,0), (7,0, —7), (0, 7/5, 14/5). 


F HN 2 17 17 2 
b) 2x— y + 3z + ES 0, 5x +4y—z 6=0. Sol. (o 17” o), (l, o.—1/o, IP z) 


c) Sa = a =P FEE Sol. (13, 3, 0), (7, 0, 3), (0, —71/2, 13/2). 
d) 2x + 3y—2=0, y—324+4=0. Sol. (7, —4, 0), (1, 0, 4/3), (0, 2/3, 14/9). 
e) x+2y—6=0, 2=4. Sol. (6, 0, 4), (0, 3, 4). 
3. Hallar las componentes y los cosenos directores de las rectas: 
2 —l 3 
a) 3x +y—z:—8=0, 4x—Ty—324+1=0, Sol. 2—1,5; ——=, ——, ——. 
v30 v30 v30 
6 4 —1 
b) 2x— 3y +9 = 0, 2x—y+82 +11 =0. Sol. 6,4, —1; —=, ——=, —— 
V53 V53 53` 
14 5 —11 
c) 3x—4y+422—7=0, 2x + y +32—11=0. Sol. 14, 5, —11;3  ———, ——, —— 
á 3V38 3438 34/38 ` 
11 9 —1 
d) x—y+22—1=0, 2x—3y—52—7=0. Sol. 11,9 —1; —— —L— —_—__- 
j V3’ V203 V203 


1 2 
d rodri, eye dm e ALA a 
á vs” v5 


4. Hallar el ángulo agudo formado por las rectas x— 2y + 2—2=0, 2y—z—l=0 
y x—2y+2—2=0, x—2y +2z—4 = 0. 


Sol. 78°27,8'. 
5. Hallar el ángulo agudo formado por las rectas g 7 E zia = = 4 y E + 2 = z= ; 
D t, Sol. 791. 


6. Hallar el ángulo agudo formado por las rectas 
2x +2y +z— 4 = 0, x— 3y + 2z=0 y 


Sol. 49°26,5'. 


7 6 —6 
7. Hallar el ángulo agudo formado por la recta ZA =z r . = == y el plano 2x — 2y 
+2—3=0, x Sol. 26°23,3'. 
8. Hallar el ángulo agudo que forma la recta que pasa por los puntos (3, 4, 2), (2, 3, —1) con la que 
une (1, —2, 3), (—2, —3, 1). Sol. 36°19. 
9. Demostrar que la recta => = 4% = Z es paralela al plano 6x + 7y — 5z — 8 = 0. 
10. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (2, 1, —2) y es perpendicular al plano 
a QUE o O + 
3x — 5y +22 +4 = 0. Sol. E i 
11. Hallar las ecuaciones de la recta, 
a) Que pasa por el punto (2, —1, 3) y es paralela al eje x. Sol. y+1=0,z—3=0 
b) Que pasa por el punto (2, —1, 3) y es paralela al eje y. Sol. x—2=0,z2—3=0 
c) Que pasa por el punto (2, —1, 3) y es paralela al eje z. Sol. x—2=0,y+1=0 
d) Que pasa por el punto (2, —1, 3) y tiene de cosenos directores cos a = $, cos $ = > 
x— 2 y+1 z—3 
Sol. = —ST— = —. 
ý 3 2 +23 
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12. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (—6, 4, 1) y es perpendicular al plano 
3x—2y + 5z +8=0. Sol. 2x + 3y = 0, Sy + 2z — 22 = 0. 


13. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (2, 0, —3) y es perpendicular al plano 
2x— 3y +6 =0. Sol. 3x + 2y—6=0, z +3=0. 


14. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (1, —2, —3) y es perpendicular al plano 
AT al MN e a a 
1 —3 2 
15. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos (2, —3, 4) y (5, 2, —1). 
x— 2 y+3 ZA 


Sl. ea = 


3 5 —5 

16. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos 

a) (1,2, 3) y (2, 3, 3). Sol. x+3y-7=0, z=3. 

b) (2,2, —3) y (2, —2, 3). Sol. x+y=0, 3Jy+2z=0. 

c) (2, 3, 4) y (2, —3, —4). Sol. x—2=0, 4y— 3z =0. 

d) (1,0,3) y (2,0, 3). Sol. y:=0;. SA 

e) (2, —1,3) y(6, 7, 4) en forma paramétrica. Sol. x=2 + EN y= —l + Ft ¿=3-+ Si 
17. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos (1, —2, 3) y es paralela a los planos 

a y A 3 ga AA a 

2x — 4y +z—3 = 0yx+2y—6z+4=0. Sol. ==> E” 

18. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (1, 4, —2) y es paralela a los planos 


Xx — — 4 z 
6x + 2y + 2z 4+3=0y3x—5y-—22—1=0. Sol. 2 1 Y = E > E, 
19. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (—2, 4, 3) y es paralela a la recta que pasa 
por (1, 3, 4) y (22, 2, 3). Sol. x— 3y + 14=0, y—z—1=0, 


20. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (3, —1, 4) y es perpendicular a las rectas cuyas 
x—3 y +1 z—4 


componentes son 3, 2, —4 y 2, —3, 2. Sol. - 8 == IO E 
21. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (2, 2, —3) y es perpendicular a las rectas 
cuyas componentes son 2, —1,3 y —1, 2,0. Sol. x—2y+2=0, y+2z+1=0. 
22. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (2, —2, 4) y cuyos ángulos de dirección son 
AMORES y= Jta E Dad 
120°, 607, 45”. Sol. Bi i a” 
23. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (—2, 1, 3) y cuyos ángulos de dirección son 
x+ — z—3 
135°, 60°, 120°. si EE A 
—V 2 1 —1 


24. Hallar las ecuaciones de la recta, 
a) Que pasa por el punto (0, 2, —1) y tiene de componentes, 1, —3, 4. 


IO A a. 
Sol. AS - 
b) Que pasa por el punto (—1, l, —3) y tiene de componentes, v2, 3, —4. 
Sol * Ek — gaal E a 
ol. Ve == 3 A . 


c) Que pasa por el punto (0, 0, 0) y tiene de componentes 1, 1, 1. 
SOL. KSF 

d) Que pasa por el punto (—2, 3, 2) y tiene de componentes, 0, 2, 1. . 
Sol. x+2=0, y—2x+1=0. 

e) Que pasa por el punto (1, —1, 6) y tiene de componentes, 2, —1, 1. 
Sol. x= 2z—1l, y= —z +5. 


o 
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25. Demostrar que la recta x = a + T y =— + — = es perpendicular a la recta 
x—y—z—7=0, 3x—4y— 11 =0. 

26. Demostrar que las rectas x + 2y —2—1=0, x+y+1=0y E Je — 1y a = + son 
perpendiculares. E 

27. Demostrar que las rectas 3x — 2y + 13=0, »+3z—26=0 y E s2 = e : 
son perpendiculares. j l 

28. Demostrar que las rectas eot ER Ae y 3Ix+5y4+7=0, y+3z—10 =0 


son pe pendiculares. l —2 «11 


Demostrar que las rectas x—2y+2=0, 2y+2+4=0 y 7x+4y—15=0, y + l4z 
+ 40 = 0 son perpendiculares. 


- => 


x—2 2y —2 z—5 Aa 

30. Demostrar que la recta = Seii a está situada en el plano 3x — 8y + 22 — 8 = 0. 
Para demostrar que una recta está situada en un plano hay que comprobar que dos puntos de la 
recta pertenecen al plano, o bien, que un punto de la recta está situado en el plano y que dicha recta 


es perpendicular a él. 
31. Demostrar que la recta y —2x + 5=0, z— 3x— 4 = 0 está situada en el plano 9x + 3y — 5z 


+ 35 =0. 
32. Demostrar que la recta x—z—4=0, y-—2z—3=0 está situada en el plano 2x + 3y — 8z 
—17 =0. 
33. Demostrar que la recta bea = 25 2 HAER a está situada en el plano 2x + 3y — 2z 
f +10 =0. 
| 34. Hallar las coordenadas del punto de intersección de la recta 2x — y — 2z — 5 = 0, 4x + y + 32 
| —1 = 0 con el plano 8x — y +z—5=0. Sol. (3/2, 4, —3). 
| 35, Hallar el punto de intersección de la recta x = z +2, y= —3z + 1 con el plano x — 2y — 7 = 0. 
Sol. (3, 2, 1). 
š ; x 2y— 3 2z— 1 À 
36. Hallar el punto de intersección de la recta w a A ej plano 4x — 2y + z—3 =0. 
Sol. (1,2, 3). 
37. Hallar el punto de intersección de la recta x + 2y + 4z—2 = 0, 2x + 3y—22+3=0 con 
el plano 2x— y + 4z + 8 =0. Sol. (4, 2, 1/2). 


38. Hallar las ecuaciones de la recta situada en el plano x + 3y — z +4=0 y que es perpendicular 
a la recta x — 2z — 3 = 0, y— 2z = 0 en el punto en que ésta corta a dicho plano. 
Sol. 3x+5y+7=0, 4x +5z+1=0, 


39. Demostrar que los puntos (2, —3, 1), (5, 4, —4) y (8, 11, —9) están en línea recta. 
40. Hallar el punto de intersección de las rectas 2x + y — 5 = 0, 3x + z — 14 = 0 y x— 4y —7 = 0, 


5x + 4z — 35 = 0. Sol. (3, —1, 5). 

41. Hallar el punto de intersección de las rectas x — y —z +8 = 0, 5x+y+2z+10=0 y x +» 
+z—2=0,2x + y—3z+9=0. Sol. (—3, 3, 2). 

42. Hallar el punto de intersección de las rectas x + 5y — 7z + 1 = 0, 10x — 23y + 40z — 27 = 0 
y x—y+2+1=0, 2x+y—2z+2=0. Sol. (—1/38, 148/38, 111/38). 


A3. Escribir, en forma continua, las ecuaciones del lugar geométrico de los puntos equidistantes de los 

puntos fijos (3, —1, 2), (4, —6, —5) y (0, 0, —3). 

sx la y +05 _ z + 19/32 
- 16 13 e —7 ` 

44. Escribir, en forma continua, las ecuaciones del lugar geométrico de los puntos equidistantes de los 

puntos fijos (3, —2, 4), (5, 3, —2) y (0, 4, 2). 
x—18/11 _ y 

s Sa % “Z m 


CAPITULO 15 


Superficies 


CUADRICAS. Una superficie definida por una ecuación de segundo grado en tres variables 
recibe el nombre de superficie cuddrica o, simplemente, cuádrica. Una sección plana de una, 
cuádrica es una cónica o una forma degenerada o limite de ésta. 

La ecuación más general de segundo grado en tres variables es Ax? + By? + Cz? 4- Dxy 
+ Exz + Fyz + Gx J- H} 4 iz + K=0,. 
Por rotación o traslación de ejes, o bien. por ambas transformaciones, la ecuación an- 
terior puede tomar una de las dos formas siguientes: 
(1) Ax? + By? 4 C2*= D i 
(2) AX + Be + Iz =0. 


Si ninguna de las constantes de (1) o (2) es nula, la ecuación se puede escribir de estas 
dos maneras: 


RS e S pA 

(3) ar i p 2 E =| 
R yo g 
H a+ e 


La ecuación (3) puede representar tres superficies esencialmente distintas cuyas ecua- 
ciones son, 


5 y? y? -2 x? i y 4 N | xX? y 2 > 
cedo ¿de ERE TRAE A 


j ` 


p 
Como todas las superficies (5) son simétricas con respecto al origen, se denominan cuá- 
dricas con centro. 
Las dos superficies representadas por (4) son cuádricas sin centro. 


y? y? -2 


ESFERA. Si en la ecuación a a = = | se verifica que a = b = c, se transforma en 
y? c 


x + y? + z? = &è, que representa una esfera de centro el punto (0, 0, 0) y radio a. 
En el caso de que el centro de la esfera fuera el punto (A, k;¿) en lugar del origen, su 
ecuación sería 


(x— AY + (y — k? 4 (JP =e*. 


ELIPSOIDE. Si a, b, c son distintos, la ecuación 

x? y? z? 

rr 
representa el caso más general de una cuádrica. Si 
a + b, pero b = c, el elipsoide es de revolución. 

Si el centro del elipsoide es el punto (A, k, j) y sus 

ejes son paralelos a las dos coordenadas, la ecuación 
adquiere la forma 


(x — hy + ==", CE 


a A: Md 
a : x? y2 z? 
Si el centro es el origen, ia ecuación es — +35 t-z 7L- 
a b? e? 
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HIPERBOLOIDE DE UNA HOJA. En el caso de que el signo de una de las variables sea distinto 
-2 y? -2 


; x z : 
del de las otras, como por ejemplo — + e l, la superficie se llama hiperboloide de 
una hoja. e i 


a 


Si a = b, la superficie es el hiperboloide de revolución de una hoja. 


Las secciones paralelas a los planos xz e pz son hipérbolas. Las secciones paralelas al 
plano xy son elipses, excepto en el caso del hiperboloide de revolución en el que son cir- 
cunferencias. 


Hiperbolvide de una hoja Hiperboloide de dos hojas 


a a x? y? z2 

HIPERBOLOIDE DE DOS HOJAS. La ecuación 2 p A 
loide de dos hojas. Como se observa esta ecuación coincide con la del elipsoide con signo 
contrario en dos de las variables. Si b = c, la cuádrica es de revolución. 


Las secciones paralelas a los planos xy y xz son hipérbolas. Las secciones paralelas al 
plano yz son elipses, excepto en el caso del hiperboloide de revolución en el que son cir- 
cunferencias. 


- = | representa un hiperbo- 


PARABOLOIDE ELIPTICO. Es el lugar geométrico de los puntos representado por la ecua- 
RE x? y? 
ción 3 + FE = 262. 

Las secciones obtenidas por los planos z = k son 
elipses cuyas dimensiones van aumentando a medida que 
el plano se aleje del plano xy. 

Si c >0, la cuádrica está toda ella por encima del 
plano xy. Si c < 0, la superficie está toda elia por debajo 
de dicho plano xy. 

Las secciones correspondientes a planos paralelos a 
los de coordenadas xz o yz son parábolas. 

Si a = b la superficie es de revolución. 


PARABOLOIDE HIPERBOLICO. Es el lugar geométrico de los puntos representados por la 
ecuación 
e y 
a+ = 2cz, (c > 0). 
Las secciones producidas por los planos z = k, siendo k > 0, son hipérbolas cuyos ejes 
real e imaginario son paralelos, respectivamente, a los de coordenadas x e y, y cuyas dimen- 


siones aumentan a medida que lo hace k. Si k < 0, los ejes real e imaginario son paralelos 
2 


: s ya e 
alos y y x, respectivamente. Si k = 0, la sección degenera en el par de rectas e A =0, 
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Las secciones correspondientes a los planos y = k son parábolas abiertas por su parte 
superior, y las correspondientes a x = k son parábolas abiertas por su parte inferior. 


Z 


AJ PA 
f ` 
f A 
/ 
Pp 
+ 


Hiperboloide parabólico Cono recto circular 


CONO RECTO CIRCULAR x? + y? — ez? = 0, 


Esta superficie se puede considerar generada por la rotación de la recta y = kx alre- 
dedor del eje z. 


Las secciones horizontales producidas por planos paralelos al xy son circunferencias. 
Las correspondientes a planos paralelos al yz, o al xz, son hipérbolas. 


SUPERFICIE CILINDRICA. La superficie cilíndrica está generada por una recta que se des- 
plaza paralelamente a otra fija y que se apoya constantemente 
en una curva también fija. La recta móvil y la curva fija se ZA 
denominan, respectivamente, generatriz y directriz de la super- 
ficie en cuestión. 


Una superficie cilindrica cuya generatriz es paralela a uno 
de los ejes coordenados y cuya directriz es una curva en el 
plano coordenado que es perpendicular a la generatriz, tiene 
la misma ecuación que la directriz.» 


¡ : : A e y e 
Si la directriz es la elipse T + Hi = l, la ecuación del y 
g 
ili d x? y 0 
cilindro es y + P 


PROBLEMAS RESUELTOS 


1. Hallar la ecuación de la esfera con su centro en el punto (—2, 1, —3) y de radio 4. 
Sustituyendo en (x — h}? + (y — kÈ + (z — jF = a?, se obtiene 
E e C aa a C 4, 


Desarrollando y reduciendo términos, x? + y? -++ z? + 4x — 2y + 6: —2=0, 


2. Hallar la ecuación de la esfera con su centro en el punto (3, 6, —4) y tangente al plano 
2x — 2y — z — 10 = 0. 
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; | 2(3)— 2(6)— I(—4)— 10 | 
El radio a = | (25 3 e Ad | = 4. Luego la ecuación pedida es 


(x— 32 +0 — 6} + (z +4? = 16, o x? + y + 22 —6x — 12y + 82 +45 =0. 


Hallar la ecuación de la esfera que pasa por los puntos (7, 9, 1), (—2, —3, 2), (1, 5, 5), ( 


Sustituyendo sucesivamente las coordenadas de los cuatro puntos en la ecuación x? +] 
+ Gx +Hy+ E +xK=0, q 
1G+9H + I+ K=-—131 


—2G — 3H + 2I + K = — 17 
G + 5H +5[+K=-— 5l 
—6G + 2H + 51 4 K = — 65. 
Resolviendo este sistema de ecuaciones, G = 8, H =-—14, I = 18, K = —79, 


Sustituyendo estos valores en la ecuación general se obtiene, 


x? + y? t 22+48x— l4y 4 182 —79 =0. 


Hallar las coordenadas del centro y el radio de la esfera 
+ y 22—6x + 4y — 3z = 15. 
Sumando y restando términos para que la ecuación adopte la forma 


(x — hP + O — k? +z Je, 


Resulta, x? — 6x + 9 + y? + 4y +44 22—32 + a = m o bien, (x — 3)? 


3 $ 
+0+2%+(2-3) -| 


El centro de la esfera es el (> —2, 3) y su radio o 


Hallar el lugar geométrico de los puntos cuyas distancias a los puntos fijos (—2, 2, —2) y (3, = 
están en la relación 2 : 3. 
VENTURE _2 
VAIO +I EA 3 
Haciendo operaciones, 
x + y 424 12x — 12y + 127 = 0, una esfera de centro el punto (—6, 6, —6) y de radio 


.2 2 


4 j 3 
Estudiar y representar la superficie += += el. Z 
sa comió. UA. le (003) 
x 

Esta superficie es simétrica con respecto tanto a los E 
planos coordenados como al origen. A E S. 

Corta a los ejes x, y, z en los puntos -+5, +4, +3, f ta s 

o do a E PROS PUBS Es te Sa O MATAS Pe dl 

respectivamente. A ! 

Su traza con el plano xy es la elipse de ecuación NDA n 
x? y? y Er AA 
25 y 16 = | y semiejes 5 y 4. Asimismo las trazas con 


los planos xz e yz son también elipses. 
Esta superficie es un elipsoide. 
Demostrar que la ecuación siguiente es un elipsoide. Hallar su centro y las longitudes de los semi t 
2x? + 3y? + z2? — 8x + hy — 4z: — 3 = 0, 
R(x —4x +4) H3O + 2y + 1) + (2?—424+ 4) =34843+44=18, 
O sea, Ux — 2? + Ay + 19? + E — 2)? = 18. 
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— 2} 2 — Jj? 
Dividiendo la ecuación por 18 se obtiene er 9 n -+ ut y? + E Es = l, que es un elip- 


soide de centro el punto (2, —1, 2) y semiejes 3, V6, 342. 


8. Demostrar que el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a los puntos fijos (2, 3, 4) 
y (2, —3, 4) es constante e igual a 8, es un elipsoide. Hallar su centro y las longitudes de los semiejes. 


Va + 0— IP + VA DE + (E — 4 =8 


de donde VEF FOF FE- P8 VEF OFF EI: 
Elevando al cuadrado y reduciendo términos, 3y + 16 = 4v (x — 2% + (y + 3% + E — 4). 
Elevando al cuadrado y reduciendo términos, 16x? + 7y? + 1622 — 64x — 128z + 208 = 0. 


— y ¿08 74 
Haciendo operaciones, eS y + Q a - + e > 3) = |, que es un elipsoide de revolu- 


ción de centro el punto (2, 0, 4) y semiejes V7, 4, Y 7. Las secciones de esta superficie producidas 
por planos paralelos al xz son circunferencias. 


9. Hallar la ecuación del elipsoide que pasa por los puntos (2, 2, 4), (0, 0, 6), (2, 4, 2) y es simétrico 
con respecto a los planos coordenados. 


; ie E 2 z2 
Sustituyendo las coordenadas de los puntos dados por x, y, z en la ecuación -7 + Sy + =l 
se tiene a b E 

a > 


4 4 16 0 0 36 4 16 4 
r de dad du ddr de dr ddr ar dd 


c? 


Despejando a?, b? y c?, se obtiene a? = 9, b? = 36, c? = 36. 


x2 y? z2 i ya : 3 
De donde, 9 + 36 e 36 = 1,0 Sea, 4x* — y o z? = á 
x? y? 2? 
10. Estudiar y representar la ecuación 3 + > l. 


Esta superficie es simétrica con respecto tanto a los 
planos coordenados como al origen. 


Corta a los ejes x e y en los puntos +3 y +2, respecti- 
vamente. No corta al eje z.. 


Las secciones producidas por los planos z = k son 
elipses de centro en el eje z. Estas elipses aumentan de ta- 
maño a medida que lo hace el valor numérico de k. 


Las secciones producidas por planos paralelos a los 
xz o yz son hipérbolas. 


Esta cuádrica es un hiperboloide de una hoja. 


11. Hallar la naturaleza de la cuádrica cuya ecuación es 3x? 4- 4y? — 22? + 6x — l6y + 8z = 13. 


A + 2x + 1) + 40? —4y + 4) — 22? —42 4 4) = 13 4 11 =24, 


œ+ 0—3% -22 _ 
E aa 


=1. 
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Se trata, pues, de un hiperboloide de una hoja con centro en el punto (—1, 2, 2) y eje paralelo 


al de coordenadas z. Las secciones producidas por planos paralelos al xy son elipses, y las produ- 
cidas por planos paralelos al xz o al yz son hipérbolas. 


; E =i y? za 
12. Estudiar y representar la ecuación ula ad 7 l 


Esta cuádrica es simétrica con respecto a los planos coor- 
denados y al origen. 


Corta al eje x en los puntos +3. No corta a los ejes y y z. 
Las secciones por planos paralelos a los xy y xz son 


hipérbolas, y las producidas por planos paralelos al yz son 
elipses. 


La cuádrica, pues, es un hiperboloide de dos hojas. 


13. Hallar la naturaleza de la cuádrica de ecuación 2x? — 3y? — 22? — 8x + 6y — 12z — 21 = 0. 
co IR e 2 
Aé Ax + 4) — IA 2y + AAH 67 +9) =8, 0 bien, CGE CA 
pa 
que es un hiperboloide de dos hojas con su centro en el punto (2, 1, —3) y eje real paralelo al de 


coordenadas x. 


14. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a los puntos fijos (4, 3, 1) 
y (4, 3, 1) sea igual a 6. 


Vi +4 O Y DI VA — Y + G— H (— Di = 6, 
o bien, Vx +4 +O 32 +(2— 1? =6 + Vx —4* +0—32+G— De 
Elevando al cuadrado y reduciendo términos, 4x— 9 = 3vV(x — 4} + (y — 3} + (2 — 1}. 
Elevando al cuadrado y reduciendo términos, 7x? — 9y? — 92? 4 54y + 182 = 153, 


a 2 AY-MER 2 a 2 
Haciendo operaciones, = 9 e A — Ez = |, que es un hiperboloide de dos 
hojas con centro en el punto (0, 3, 1) y eje real paralelo al de coordenadas x. Como las secciones pro- 


ducidas por planos paralelos al yz son circunferencias, la superficie es un hiperboloide de revolución 
de dos hojas. 


15. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto fijo (2, —1, 3) es el doble de la co- 
rrespondiente al eje x. 


Væ — F+ +IP E 39 =2V/ y. + z. 
Elevando al cuadrado y reduciendo términos, x?— 3y? — 322 — 4x + 2y — 6z = —14. 


Haciendo operaciones, (x — 2)? — 3(y — 1/3? — 3(z + 1? = — 40/3, 


e PY", ERD Ga 
o bien, 30 4 40 40 —=l, 
9 9 3 


que es un hiperboloide de revolución de una hoja, con centro en (2, 1/3, —1) y eje de revolución 
el de coordenadas x. 


13. 


19. 


20. 


16. 


17. 
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Estudiar y representar la ecuación y? + 2? = 4x. 


Esta superficie es simétrica con respecto al eje x y a los 
planos xz y xp. 


Corta a los ejes en el origen. 


Las trazas con los planos coordenados son y? + z? = 0, 
y las parábolas correspondientes, 2? = 4x e y? = 4x, 


Como x no puede tomar valores negativos, la superficie 
está situada toda ella a la derecha del plano yz. Las secciones 
producidas por planos paralelos al yz son circunferencias, 
y las producidas por planos paralelos a los xy y xz son pa- 
rábolas. Esta cuádrica es un paraboloide de revolución. 


Hallar la ecuación del paraboloide de centro O, eje OZ 
y que pasa por los puntos (3, 0, 1) y (3, 2, 2). 


Sustituyendo las coordenadas de los puntos dados en 
la ecuación Ax? + By? = Cz se obtiene, 


(1) 94 + 0B = C, de donde 94 = C 
(2) 9A + 4B =2C. 


Resolviendo este sistema de ecuaciones, A = C¡9, B = C/4. 

Sustituyendo estos valores de A y B en Ax? + By? = Cz 
2 2 > 

resulta, 4x? + 9y? = 36z, o bien, Es + E —, que es un 
9 4 l Y 


paraboloide elíptico. 


Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya suma de cuadrados de sus distancias al eje x son igua- 
les a tres veces sus distancias al plano yz. 


Sea (x, y, z) un punto genérico del lugar. Entonces, y? + z? = 3x. 
Esta superficie es un paraboloide de revolución simétrico con respecto al eje x. 


Hallar el vértice del paraboloide elíptico 
3x2 + 2y? — 127 — 6x + 8y — 13 = 0. 
3 (2 — 2x + 1) + 20? +- 4y + 4) = 12z + 13 + 11 = 12z + 24, 


x— iI} 2y z+2 
de donde 3(x — 1} + 2(y + 2)? = 12(z + 2), o sea, e 4 E + O Ez e 


El vértice es el punto (1, —2, —2). 


Estudiar y hallar la naturaleza de la superficie 9x? — 4y? = 362. 


La superficie es simétrica con respecto al eje z y a los planos xz e yz. 

Corta a los ejes en el origen de coordenadas. EN 

Para z = 0 resulta la traza con el plano xy, que es el par de rectas definidas por la ecuación 
9x? — 4y? =0, o sea, 3x + 2y = 0 y 3x— 2y =0. f 

Para y = 0 resulta la traza con el plano xz, que es la parábola 9x? = 36z, o bien, x? = 4z. Esta 
parábola tiene su vértice en el origen y está abierta por su parte superior. 


Para x = 0 resulta la traza con el plano yz, que es la parábola —4y? = 36z, o sea, y? = —92. 
Esta parábola tiene su vértice en el origen y está por su parte inferior. | pe Í : 
Las secciones producidas por los planos z = k son hipérbolas. Si k es positivo el eje de la pará- 


bola es paralelo al eje x. Si k es negativo, el eje real de la hipérbola es paralelo al eje y. Análogamente, 
las secciones producidas por planos paralelos a los xz e yz son también parábolas. 
La cuádrica en cuestión es un paraboloide hiperbólico. 
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21. 


22. 


23. 


24. 
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Hallar la ecuación de un paraboloide de vértice el punto (0, 0, 0). eje OY y que pasa por los puntos E 
(1, —2, 1) y (—3,—3, 2). 


Sustituyendo las coordenadas de ios dos puntos dados en la ecuación Ax? + C2? = By, 
A+ C = —2B 
9A + 4C = —3B. 


Despejando A y C en función de 8, resulta, A, = B, C = —3B. 
Sustituyendo estos valores de Á y C y dividiendo la ecuación final por B se obtiene, x? — 32? = y, 
que es un paraboloide hiperbólico. 


Estudiar y representar el cono de ecuación 2y? + 327 — x = 0. 


Esta superficie es simétrica con respecto a los planos coordenados y con respecto al origen. 

Corta a los ejes en el origen de coordenadas. 

Para x = 0 no existe la traza con el plano yz. 

Para y =0 resulta la traza con el plano xz, que es el 
par de rectas definido por la ecuación 322 — x? = 0, o sea, 
Viz+x=0, v3z—x=0. 

Para z = 0 resulta la traza con el plano —xy, que es 
el par de rectas definido por la ecuación 2y? — x? =0, 
o sea, V2y +x=0, v2y—x=0. 

Las secciones producidas por los planos x = k son 
elipses, cualquiera que sea k distinto de cero. ; 

Análogamente, las secciones por planos paralelos a los Le 
xy o xz son hipérbolas. 


Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al eje y sca el triple de la correspondiente 
al eje 7. Hallar la naturaleza de la superficie resultante. 


Vx +:22=3Vx + y? de donde x? + 22 = 9x? + 9y?, o bien 81? + 9y? — 22 =0. 


Esta superficie es un cono de vértice el origen. El eje del cono es el eje z. 


Representar la superficie 41? + 9y? = 36. 


Esta superficie es un cilindro de eje paralelo al de coordenadas z y cuya directriz es la elipse 
4x? + 9y? y j 
x + 9y? = 36. 


Problema 24 Problema 25 


25. Hallar la ecuación de la superficie de revolución generada en la rotación de la elipse x? + 4z? — 16 = 0 


alrededor del eje x. 


Sea P(x, y, z) un punto genérico cualquiera de la superficie y tracemos desde él la perpendicular 
al plano xp. 
En el triángulo rectángulo ABP, AB = y, BP = z. 


1 a 
t PP[m— SAA A ÁS  l = maua — 


26. 


27. 
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Haciendo AP = y' se tiene, v? + z? = y?, De la ecuación de la elipse, x? = 16 — 4y”?, 
Sustituyendo, x? = 16 — 4(y* + 22), o bien, x? + 4y? + 472? = 16, que es un elipsoide de revo- 
lución cuyo eje es el de coordenadas x. 


Hallar la ecuación de la superficie de revolución generada en la rotación de la hipérbola x? — 22? = 1 
alrededor del eje z. 


Sea P(x, 0, z,) un punto genérico cualquiera de la hipérbola, y P'(0, 0, =,) su proyección sobre 
el eje z. En la rotación de la hipérbola alrededor del eje z, el punto P, describe una circunferencia 
de centro P’ y radio P'P,. Sea P(x, y, z) un punto cualquiera de esta circunferencia y, por tanto, 
de la superficie buscada. 


Como 2, = z y P'P, = P'P, se tiene x, = V(x--09 + (y — OÈ + (2— 21 = Vx + y? 


Sustituyendo x, = Vx? + y? y 2, = z en la ecuación de la hipérbola, x? — 22? = l, se ubtiene, 
x? + y? — 22? = 1, que es un hiperboloide de una hoja. 


Problema 26 Problema 27 
Hallar la superficie de revolución generada en la rotación de la recta 2x + 3y = 6 alrededor del eje y. 


Sea Pi(xı, yı, 0) un punto genérico cualquiera de la recta, y P“(0, y,, 0) su proyección sobre el 
eje y. En la rotación de la recta alrededor del eje y, el punto P, describe una circunferencia de cen- 
tro P’ y radio P'P,. Sea P(x, y, z) un punto cualquiera de la circunferencia y, por tanto, de la su- 
perficie buscada. 


Como y, = y y P'P, = P'P, se tiene x, = Vx? + 22 


Sustituyendo x; = Vx? + z? e y, = y en la ecuación de la recta, 2x, + 3y, = 6, se obtiene, 
2Vx? + 22 + 3y = 6. Simplificando términos se llega a la ecuación 4x? — Ay — 2)? + 42? = 0, que 
es un cono de vértice el punto (0, 2, 0). 


PROBLEMAS PROPUESTOS 


. Hallar las ecuaciones de las esferas siguientes: 


a) Centro (2, —1Í, 3), radio 4. Sol. x? + y? + z— 4x + 29 —62 —2 =0. 
b) Centro (—1, 2, 4), radio V13. Sol. x? +y? 4224 2x—4y— 8z + 8 =0. 


c) Un diámetro es el segmento determinado por los puntos (6, 2, —5) y (--4, 0, 7). 
Sol. x? + y? + 2 —2x —2y — 2z — 59 = 0. 


d) Centro (2, 2, 3) y que pasa por el punto (3, 4, —1). 
Sol. x 4- yt 4+ 72 +4x—4y—óz— 28 = 0. 


e) Centro (6, 3, —4) y tangente al eje x. Sol. x? + y? + 2 — 12x — 6y + 8z + 36 =0. 
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2. Hallar las ecuaciones de as esferas siguientes: 
a) Centro (—4, 2, 3) y tangente al plano 2x — y — 2z +7 =0, 
Sol. x? -+ y? + z? + 8x— 4y — 6z +20 =0. 
b) Centro (2, —3, 2) y tangente al plano 6x — 3y + 2z — 8 = 0. 
Sol. 49x* + 49y? + 497? — 196x + 294y — 196z + 544 = 0. 
c) Centro (1, 2, 4) y tangente al plano 3x — 2y + 4z — 7 = 0. 
Sol. 29x? + 29y? + 2922? — 58x — 116y — 232z + 545 = Q. 
d) Centro (—4, —2, 3) y tangente al plano yz. Sol. x? 4 y? +4 2248x + 4y— 6z +13=0. 
e) Centro (0, 0, 0) y tangente al plano 9x — 2y + 6z + 11' = 0. 
Sol. xi+yw+22= 1. 


3. Hallar las ecuaciones de las esferas siguientes: 
a) Que pasa por los puntos (1, 1, 1), (1, 2, 1), (1, 1, 2), y (2, 1, 1). 
Sol. x? + y? 4 2—3Ix—3y—32+6=0. 
b) Que pasa por los puntos (2, 1, 3), (3, —2, 1), (4, 1, 1), y (1, 1, —3). 
Sol. Six? + Sly? + 5122 + 45x + 37y — 332 — 742 = 0. 
c) Que pasa por los puntos (1, 3, 2), (3, 2, —5), (0, 1, 0), y (0, 0, 0). 
Sol. 11x? + 11y? + 1122 — 127x— lly + 32 =0. 


y 4. Hallar las coordenadas del centro y el radio de la esfera: 


a) 2+y+2—2x +4y—6 +8=0. Sol. (1, —2, 3), r= v6. 
b) 3x2 +3 + 322 — 8x + 12y— 107 + 10 =0, Sol. (4/3, —2, 5/3), r = W47/3. 
c) x24+y+2244x —6y + 82 4 29 =0. Sol. (2,3, —4), r = 0. 
; d) X +y +z — 6x + 2y —2z + 18 =0, Sol. Imaginaria. 
5. Hallar la ecuación de la esfera tangente a los planos x — 2z — 8 = 0 y 2x -—— z + 5 =0 y que tiene 
su centro en la recta x = —2, y = 


Sol. x? + y? 4+ z + 4x +6z+ 49/5 =0, x? +y? + z2 4+ 4x + 22z + 481/5 = 0. 


6. Hallar la ecuación de la esfera que pasa por los puntos (1, —3, 4), (1, —5, 2) y (1, —3, 0) y tiene su 
centro en el plano x + y +z =0. 
Sol. x? + y+ zZ — 2x + 6y— 4z + 10 =0. 


7. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya suma de cuadrados de sus distancias a los planos 
x +4y +2z=0, 2x—y+2=0 y 2x + y— 3z = 0 es igual a 10. 
Sol. Xx+ + z= 10. 


8. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya relación de distancias a los puntos fijos (1, 1, —2) 
y (2, 3, 2) es igual a 3 : 4. 
Sol. 7x? + 7y? + 772 — 68x + 22y + 100z — 57 =0. 


9. Estudiar y representar los elipsoides siguientes: 
a) 25x? + 16y? + 42? = 100. d) x? + 4y? +42? — 1280. 


2 2 2 — 36. 
b) 4x? + y + 972? = 144. a le e es —2y (z— 3y 1 
c) 8x* + 2y? + 97? = 144, f) -a V J + O 


10. Hallar las coordenadas del centro y la longitud de los semiejes de las superficies siguientes: 


a) x? + 16y? + 22 —4x + 32y = 5. Sol. (2,—1, 0), 5, 5/4, $. E 
b) 3x4 y 42224 3x + 3y +42 =0. Sol. (1/2, —3/2, —1), V15/3, V5, v10/2 $ 
c) xX +A + 22—4x—8y +82 +15=0. Sol- (2 by; 3 3/2, 3. i 
d) 3x? 4 4y? + 22 —12x — l6y + 4z = 4. Sol. 2,2,3), 243, X 6 


e) 4x? + Sy? + 32? + 12x — 20y + 24z + 77 =0. Sol. Punto (—3/2, 2, —4). 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


18. 
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Hallar la ecuación (referida a sus propios ejes) de los elipsoides que pasan por los puntos que se 
indican. Aplíquese la ecuación Ax? + By? + Cz? = D. 

a) (Q,—1,1), (3,0, 0), (1, —1, —2). Sol. x? 4+ 4y + 22=09, 

b) (V3,1, 1), (143, —1), (—1, —1, v5). Sol. 2x? -+ 2y? + 22 = 9. 

c) (2,2,2), (3, 1, V3), (—2, 0, 4). Sol. 2x? + 3y? + z2? = 24. 

d) (1,3,4), (3, 1, —2v2) y su eje de revolución es el eje x. Sol. 2x? 4 y? 4- 2? = 27. 
Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias.a los puntos fijos (0, 3, 0) y (0, —3, 0) 


es igual a 8. Sol. 16x? + 7y? + 162? = 112. 


Hallar el iugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a los puntos fijos (3, 2, —4) y (3, 2, 4) 
es igual a 10 sor LP g U BR 
g i ; 9 9 F 
Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a los puntos fijos (—S, 0, 2) 
: y? y (2 — 29 Ñ 
y (5,0, 2)esiguala 12. Sol. 36 + 11 F T 1 
Hallar el lugar geométrico de los puntos cuyas distancias al plano yz son el doble de las correspondien- 
tes al punto (1, —2, 2). Sol. 3x? + 4y? + 427? — 8x + l6y — l6z + 36 = 0. 
Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto fijo (2, —3, 1) sea la cuarta parte 


de la correspondiente al plano y + 4 = 0. 
Sol. 16x? + 15y? + 1622 — 64x + 88y — 32z + 208 = 0. 


. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al eje x sea el triple de la correspondiente 


al punto fijo (2, 3, —3). Sol. 9x? + 8y? + 822? — 36x — 54y — 54z + 198 = 0. | 
Estudiar y representar los siguientes hiperboloides de una hoja: 
x? de z? =se 7 2 2 , an 
a) i6 + E l. d) 16y 36x? + 97? = 144. 
x? y 72 E x? y? (z— 1} M 
A a e ut a “* 
c) 4x? — 25y? + 1622 = 100. f) 9 — x + 47? = 36. 
. Estudiar y representar los siguientes hiperboloides de dos hojas: 
x? y z? a (x— 1) y? z? A 
s a a DA e DN ds 
b) 36x? — 4y? — 97? = 144, e) 36y? — 9x? — 162? = 144, 
c) 25x?*—.16y? — 42? = 100. f) 422 —x?—9y? = 36. 


. 


Hallar las coordenadas del centro y la naturaleza de las superficies siguientes: 
a) 2x?— 3y? + 4z? — 8x — 6y + 122 — 10 = 0. 


Sol. (2 —1, — z} Hiperboloide de una hoja. Eje paralelo al eje y. 


b) xX + 2y — 3z + 4x — 4y — 6z —9 = 0. 

Sol. (—-2, 1, —1). Hiperboloide de una hoja. Eje paralelo al eje z. 
c) 2x? — 3y? — 4z? — 12x — 6y — 21 = 0. 

Sol. (3, —1, 0). Hiperboloide de dos hojas. Eje paralelo al eje x. 
d) 4y? — 3x? — 62? — 16y — 6x + 36: — 77 = 0. 

Soi. (—1, 2, 3). Hiperboloide de dos hojas. Eje paralelo al eje y. 
e) 16y? —9x? + 42? — 36x — 64 y — 24z = 80. 

Sal. (22, 2, 3). Hiperboloide de una hoja. Eje paralelo al eje x. 
f) 5z2— 9x — 15y? + 54x + 60y + 207 = 166. 

Sol. (3,2, —2). Hiperboloide de dos hojas. Eje paralelo al eje z. 
g) 2x? — y? — 3z? — 8x — 6y + 24z — 49 = 0. Sol. Punto (2, —3, 4). 
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21. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a los puntos fijos (0, O, 3) 
y (0, 0, —3) es igual a 4. 
Sol. 522 — 4x? — 4y? = 20. Hiperboloide de dos hojas. Centro en el origen. 


22. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a los puntos fijos (2, —3, 4) 
y (2, 3, 4) es igual a 5. 
Sol. 44y? — 100x? — 1002? 4- 400x + 800z = 2.275. Hiperboloide de dos hojas. Centro (2, 0, 4). 


23. Hallar la ecuación del hiperboloide de una hoja que pasa por los puntos (4, 2v3, 0) y (—1, 3, 3V/6/2), 
con centro el punto (0, 0, 0), que tiene al eje y como eje de revolución. 
Sol. 2x?— y? + 22? = 20. Hiperboloide de revolución de una hoja. 


24. Hallar la ecuación del hiperboloide de dos hojas de centro el origen, ejes los de coordenadas y que 
pasa por los puntos (3, 1, 2), (2, V 11,3) y (6, 2, V 15). 
Sol. 3z? — x? — 2y? = |. Hiperboloide de dos hojas, eje transverso al eje z. 


25. Estudiar y representar las superficies siguientes: 


a) 3x + 22—d4y=0. e) 4x4 3y?— 122 =0. 
b) +23 — 67 =0. f) 4x—y— 42 =0, 
c) y—42 +4 4x =0, g) 4%+y>+z=0. 

d) x2+422—16y =0. h) x2+2y?= 8 — 4z. 


26. Hallar la ecuación del paraboloide de vértice el punto (0, 0, 0), que tiene el eje z como eje, y que 
pasa por los puntos (2, 0, 3) y (1, 2, 3). 
Sol. 12x? + 9y? — 16z = 0. Paraboloide elíptico. 


27. Hallar la ecuación del paraboloide de vértice el punto (0, 0, 0), que tiene al eje z como eje, y que 
pasa por los puntos (1, 0, 1) y (0, 2, 1). 
Sol. 4x? + y? — 4z = 0. Paraboloide elíptico. 


28. Hallar la ecuación del paraboloide de vértice el punto (0, 0, 0) que tiene al eje z como de, y que pasa 
| por los puntos (1, 2, 1) y (2, 1, 1). 
Sol. 124 y?— 5 =Q. Paraboloide de revolución. 


29. Hallar la ecuación del paraboloide de vértice el punto (0, 0, 0) que tiene al eje z como eje, y que pasa 
por los puntos (1, 1, 1) y (3/2, 7/12, 1/2). 
Sol. x? + 522— 6y = 0. Paraboloide elíptico. 


30. Hallar la ecuación del paraboloide que pasa por el origen, por los puntos (1, 2, 2) y (2, 6, 8), y que ' 
es simétrico con respecto al eje x. ; 
Sol. 2?— 2y? + 4x = 0, paraboloide hiperbólico; 2x? = z, cilindro parabólico. 


31. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuyo cuadrado de la distancia al eje z es el doble de la 
correspondiente al plano xy. 
Sol. x? + y? — 2z = 0. Paraboloide de revolución alrededor de! eje x. 


32. Hallar el vértice del paraboloide: 


a) 2x? +3y?— 8x + 12y + 3z + 23 = 0. Sol. (2, —2, —1). 
b) 2x? + 422 — 4x — 247 — y + 36 = 9. Sol. {1,—2, 3). 
c) 32% 4 5y2 —2x + 10y — 12x + 21 = 0. Sol. (2, —1, 2). 
d) y? —4x*422—6y — 12x 4+ 6—0. Sol. (—3/2, 3, —3). 
e) 4x4 322 —4y + 122 + 12=0, Sel. (0, 0, —2). 
33. Estudiar y representar los conos siguientes: 
a) X -+ 2y? = 422. e) 2x + 3y? — 6(2 — 4) =0. 
b) 3x* + 2y? = 622. 3 2 
A AE N) 2+2%-4x+39=0. 


d) 3x? fi 4z? = 12y?, g) 3x + 42? —12y — 4} = 
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34. Estudiar y representar los cilindros siguientes: 


a) x+3*=9. e) x?*—9y?— 36. 

b) 41? 4 91? = 36. r 

c) 3?=4x. FJ eE 

(d) 16y? 4 92? = 144. g) a + y? — a”? (primer cuadrante). 


t 
A 


Hallar la naturaleza y la ecuación de las superficies generadas en la rotación de las curvas siguientes 
alrededor de los ejes que se indican. 
ay x?— 2z? = |, alrededor del eje x. 

Sol. x?— 2y? — 2z? = 1. Hiperboloide de dos hojas. 
þh) x?— 22? = |, alrededor del eje z. 

Sol. x? + y? — 2z? — 1, Hiperboloide de una hoja. 
c) x = 4— y?, alrededor del eje v. 

Sol. -x = 4 — y? — 2?, Paraboloide. 
d) 2x— y = 10, alrededor del eje v. 

Sol. Mx — 5} = y? + z?. Cono. 
e) x? + 2? = æ, alrededor del eje z. 

Sol. x? + y? + z? = a?. Esfera. 
f) 124 42? = 16, alrededor del eje x. 

Sol. x? + y? + 42? = 16. Elipsoide. 


g) 1. 2x + 3y = 6, alrededor del eje x. Sol. 4x? — Ay — 2) + 42? = 0. Cono. 
2. Hallar las coordenadas del vértice del cono. Sol, (0, 2, 0). 
3. Hallar la intersección del cono con el plano y = 0. 


Sol. x? + z? = 09, una circunferencia de radio 3. 
4. Hallar la intersección del cono con el plano y = 2,, 
Sol. x? + z? = 0, vértice del cono. 
5. Hallar la intersección del cono con el plano x = 0. 
Sol. 3(y — 2) = +2z, dos rectas situadas en el plano yz y que se cortan en el punto (0, 2, 0), 
vértice del cono. 
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CAPITULO 16 ] 


Otros sistemas de coordenadas 


COORDENADAS POLARES, CILINDRICAS Y ESFERICAS. Además de las coordenadas 
cartesianas rectangulares, existen otros sistemas de coordenadas muy útiles y que se emplean 
con frecuencia como son las coordenadas polares, las cilíndricas y las esféricas. 


| 
| 


COORDENADAS POLARES. Las coordenadas polares de un 
punto P del espacio (ver figura adyacente) son (o, a, $ y). 
siendo v la distancia OP y a, f y y los ángulos de la dirección 
de OP. Las relaciones que ligan las coordenadas polares 
y rectangulares de un punto P son, 


x = ø cosa, Y = o cos p, y Z = o cosy. 
o= VAF FA, 
x x y y Z z 
E > 
, cos a = — a Cos Pf = = ——====>5008 Y = — o 
O ENEE 0 £ USAZ 0 EULIS 


Como cos?a + cos? 8 + cos? y = 1, las cuatro coordenadas no son independientes. 
Por ejemplo, si a = 60° y 8 = 45° se tiene, cos? y = | — cos? a — cos? f = I —]I—]1=J. 
Como por otra parte y < 180%, y = 60° ó 120%, 


COORDENADAS CILINDRICAS. En este sistema, un punto 
P(x, y, z) viene definido por p, 0, z, siendo p y 0 las coordena- 
das polares de la proyección Q del punto P sobre el plano xy. 
Estas coordenadas se escriben entre paréntesis y en este orden 
(9, 0, z). Las relaciones que ligan las coordenadas cilindricas 
con las rectangulares son, 


x=opc0s0, F= pS h; z=z. 


— o y 
b= t Vey 0= arc tg ©. 


Obsérvese que el ángulo 0 puede tomar cualquier valor, con lo que p puede tomar va- 
lores negativos, como en el caso de las coordenadas polares. 


COORDENADAS ESFERICAS. Sea P(x, y, z) un punto cualquiera del espacio y Q su proyec- 
ción sobre el plano xy. Representemos por o la distancia OP, 
como en el caso de las coordenadas polares, por $ el ángulo 
ZOP, por 0 el ángulo XOQ, y consideremos el ángulo ¢ posi- 
tivo cuando 0% < 4 < 180%, Los simbolos v, 0 y $ son las coor- 
denadas esféricas del punto P, y éste se representa por P(o, 
0, $). La coordenada v es el radio vector, 0 la longitud y 4 la 
colatitud de P. El ángulo 0 puede tomar cualquier valor. 


Del triángulo rectángulo OPQ se deduce, 


OQ = psen ġ, OP = o cos ġ.. 
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En el triángulo OMO se verifica, OM = OQ cos 0, MO = OO sen 0. Por tanto, 


x= OM = psen $ cos), y= MQ = s sen ġsen ), z= QP = cos q. 
e == y Z 

{jiz E ty 0=arctg-=-, SAGO ——==.+ 

0 Ev EAS eg, $ c cos ATT 


En muchos problemas relativos a la determinación de áreas de superficies, o de volú- 
menes limitados por éstas, los método: empleados en el cálculo diferencial e integral se ven 
notablemente simplificados pasando el problema a coordenadas esféricas o cilíndricas. 
En todos aquellos casos en que la superficie límite sea de revolución, lo más adecuado es el 
empleo de las coordenadas cilindricas. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


1. Hallar las coordenadas polares, cilíndricas y esféricas del punto cuyas coordenadas rectangulares 
son (1, —2, 2). 


Coordenadas polares Coordenadas cilindricas Coordenadas esféricas 
Coordenadas polares. o = Vx? +y? + z2? = VB + (22) + 2? = 9 = 3. a 
Er l R y 2 bus 
a = arc cos — = arc cos zo 10732 f = arc cos z = arc cos | — SS 131949", 
Q 
Z 2 , j 
y = arc cos ES = arc cos E= 4811”. Sol. (3, 70°32', 131749", 48°11). 


Coordenadas cilindricas. ọ = Vx +y= v1 + (—2} = v 5, 


0 = arc tg Z = arc tg (—2) = 296°34', z = 2. Sol. (4/5, 296°34', 2). 


Coordenadas esféricas. o = Vx + y? + z2? = v1? + (—2} + (2} = 3. 


0 = arc tg - = arc tg (—2) = 296734”, $ = arc cos = = arc cos A = 4811 


Sol. (3, 296°34', 48°11). 


2. Hallar las coordenadas rectangulares del punto cuyas coordenadas cilindricas son (6, 120°, —2). 
x = g cos 0 = 6 cos 120° =-—3, y= psen 0 = 6 sen 120° = 3V3, z= —2. 
Sol. (—3, 3V3, —2). 
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3. Hallar las coordenadas rectangulares del punto cuyas coordenadas esféricas son (4, —45”, 30”). 
x = o sen ¿cos 0 = 4 sen 30° cos (—45°) = v2, 


y = ọ sen ġ sen 0 = 4 sen 30° sen (—45°) = —v32, : | 
z = p Cos $ = 4 cos 30 = 24/3. Sol. (v2, OM 2v3). 


A N 


4. Hallar las coordenadas rectangulares dei punto cuyas coordenadas polares son (3, 120°, 120°, 135°). 


x = ọ cosa = 3 cos 120° = —3/2, 

y = o cos Ë = 3 cos 120° = —3/2, > 
A: 3 dv 

z = ocos y = 3 cos 135” = —3vV 2/2. Sol. E = A = £ ) 


5. Hallar las coordenadas rectangulares polares y esféricas del punto cuyas coordenadas cilíndricas 
son (6, 120°, 4). 


Rectangulares. x = o cos 0 = 6 cos 120” = —3, 
y = p sen O = 6 sen 120? = 343, Z= 4. Sol. (—3, 3V3, 4). 
Polares. o = Vx + yè F P= YI + (3/3)? + 4? = 24/13, 
—3 E 
a =arccos Č = arc cos — =- = 114535, 
2 2y 
; 3v3 . 
P = arc cos Y =arc cos cd =467, 
g 2v 13 
z 4 ; 
= arc cos — = arc cos — — = 56 19. 
Q 21413 


Sol. (2413, 114%35', 467, 56"19'). 


Esféricas. 0 = VE ++ +H l= YN (IV + 4? = 2/13, 


3v3 . 
0 = arc tg Y =arc tg ra 120°, 
x —3 
$ = arc cos E arc cos dí. = 5619". Sol. (2vV 13, 120, 5619"). 
0 2413 
6. Expresar la ecuación x? +- y? + 22? — 2x — 3y — z + 2 =0 en coordenadas cilíndricas. 


x= ocos ĝ, y= psen ð, z= z. 
Sustituyendo, ọ°cos?h + o? sen?) + 272 — 2o cos 0 — 3p sen O —z +2 = 0. 
Simplificando, gø?— ọo(2 cos 0 + 3 sen 0) + 27 —z +2 = 0. 


7. Expresar la ecuación 2x? + 3y? — 6z — 0 en coordenadas esféricas. 
x = osen $ cos 0, y = osen ġ sen 0, z = g9 cos ġ. 
Sustituyendo, 2ọ? sen?ġ cos*6 + 30? sen?ġ sen? — 60 cos $ = 0, 
o bien, 2ọ sentó cos?0 + 3p sentó sen? — 6 cos $ = 0. 


«8. Expresar la ecuación p -+ 6 sen $ cos 0 + 4 sen q sen 0 — 8 cos $ = 0 en coordenadas rectangulares. 


Esta ecuación está dada en coordenadas esféricas. Multiplicando por ọ y teniendo en cuenta 
los valores de x, y, z, del Problema 7, se deduce, 


2 + 6p sen œ cos 0 + 4o sen $ sen O — 80 cos $ = 0, o sea, 
x Ay Hox + 4y — 82 = 
Esta ecuación representa una esfera de centro (—3, -—2, 4) y radio r = y 29. 
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9. Expresar la ecuación, escrita en coordenadas cilindricas, z = o? cos 20, en coordenadas rectangulares. 


Teniendo en cuenta que cos 2) — cos?) — sen?) resulta, z = o?(cos?9 — sen?0) = g? cost — o? 
sentb. 


«Como g cos 0 = x y psen ) = y, la ecuación pedida es z = x? — p?, 


10. Expresar la ecuación x? + z? — 2? = 25 en coordenadas polares. 
En coordenadas polares, x= pcosa, y == ọcosß, z= po cosy. 
Luego la ecuación se transforma en p? costa + g? cos? — g? cos?y = 25, 
osea, g?(cos?%a + cos? — cos?y) = 25. 


Como cos*a + cos? + cos?y = ], la ecuación pedida es (1 — 2 cos?y) = 25. 


11. Expresar la ecuación, escrita en coordenadas polares, cos y = p cos a cos fi, en coordenadas rectan- 


gulares. 


Multiplicando por p los dos miembros de la ecuación se tiene, p cos y = o? cos a cos $. Teniendo 
en cuenta que o 005 y = 2, ọ cosa = x, p cos f = y, la ecuación pedida es z = xy. 


PROBLEMAS PROPUESTOS 


a. 
. 


Hallar las coordenadas polares de los puntos siguientes: 
ay (0,1, 1); 6) (0,—2,—2); c) (1, —2,2); d)(6,3,2); e) (8, —4, 1). 
Sol. a) (w2,90",45”,45'); hb) (242,90", 135”, 135"); 

c) (3,arccos 1/3, arc cos (—2/3), arc cos 2/3); 

d) (7,arccos 6/7, arc cos 3/7, arc cos 2/7): 

e) (9 arc cos 8/9, arc cos (—4/9), arc cos 1/9). 


2. Hallar las coordenadas cilíndricas de los puntos del Problema 1. 
Sol. a) (1,90%, 1); b) (2,270, —2); c) (V5, 22 —arc tg h, 2); 
d) (3V'5, arctg,2); e)(4V'5, 27 —arctg 2, 1). 


3. Hallar las coordenadas esféricas de los puntos del Problema 1. 
Sol. a) (v2, 90°, 45°); b) (2v2, 270°, 135); c) (3, 21 —arc tg 2, arc cos 2/3); 
d) (7, arc tg 1/2, arc cos 2/7); e) (9, 2x7 — arc tg }, arc cos 1/9). 


4. Hallar las coordenadas rectangulares de los puntos cuyas coordenadas polares son: 
a) (2, 90°, 30°, 60%); b) (3, 60°, —45”, 120°); c) (4, 120°, 120°, 135°); 
d) (3, 150°, 60°, 90°); e) (2, 45°, 120°, —60°). á 
Sol. a) (0, 13,1); b) (3/2, 3V2/2, —3/2); c) (22, —2, —2V2); 
d) (—3vV3/2, 3/2,0); e) (Y2, —1, 1). 


5. Hallar las coordenadas rectangulares de los puntos cuyas coordenadas cilíndricas son: 
a) (6, 120”, —2); b) (1, 330%, —2); c) (4, 45”, 2); d) (8, 1207, 3); e) (6, 30”, —3). 
Sol. a) (-3,3V3,—2); b) (V3/2, —1/2, —2); c) (2V2, 2V2, 2); 

d) (24,4V3,3); e) (3v3,3,—3). 


6. Hallar las coordenadas rectangulares de los puntos cuyas coordenadas esféricas son: 
a) (4,2107, 30%); b) (3, 120”, 240”); c) (6, 330°, 60°); 
d) (5, 150%, 210°); e) (2, 180°, 270”). 


A 
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10. 


1. 


12. 


14. 
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> e 3V3 9 3v2 
Sol. a) (=vV3,—1,2V3); b) | YL ai -a c) [2 Hal 


dj (ES 5 5v31. 


4 $ aa 2 -), e) (2, 0,0). 


. Hallar las coordenadas esféricas de los puntos cuyas coordenadas cilíndricas son: 


a) (8, 120,6); b) (4,30, —3); c) (6, 135,2); d) (3, 1507, 4); e) (12, —90°, 5). 
v10 
10 


, 


a 3 
Sol. a) (1o. 120”, arc cos >) b) | 5, 30”, arc cos |- 


Al: c) (vio, 135°, 


d) (s 150”, arc cos 5 ) e) (ra —90, arc cos 15) 


Expresar en coordenadas esféricas las ecuaciones siguientes: 

aj 3Ix—3y=87; b)x*—y—2=a? ey 3x + Sy —22= 6. 

Sol. a) 3o sen?$ cos 20 = 8 cos 0; b) asentó cos 20 — cos?$) = a?; 
c) o3 sen ġ cos O + 5 sen $ sen Y — 2 cos $) = 6. 


Expresar en coordenadas cilíndricas las ecuaciones siguientes: 

a) 5x+4y=0; b) 5x2--4y2 + 2x + 3y=0; c) 1? + y?—8x = 0; 

d) *—y3+2y—6=0; e) $4 P= g. 

Sol. a) 0 = arctg(—5/4); b) So cost) — 4o sent) + 2 cos + 3 sen 0 = 0; 

c) o—8cos O= 0; d) 0?4cos 20 + 2psen0—6=0; e) 2—3? = æ. 
Dadas las ecuaciones siguientes, en coordenadas cilindricas, hallar su naturaleza y expresarlas en 
coordenadas rectangulares. 

a) o? + 3z? = 36; bo=asen0; c) o+ = 16; d) 0=45; e 4—2=1. 
Sol. a) x? + y? + 322 = 36. Elipsoide de revolución. 

b) x? + y? = ay. Cilindro circular recto. 

c) + y +z = 16. Esfera. 

dy y= x. Plano. 

e) X? + y— 2? = |. Hiperboloide de una hoja. 


Expresar en coordenadas polares las ecuaciones siguientes: 
a) 2+4+42=0; b) +y—:2=a?; e) 2 + 39? + 222 —6x + 2y=0; d) 2 = 2x). 
Sol. a) o(costa -+ cos?) + 4 cos y = 0, o bien, (1 — cos?) + 4 cos y = 0; 

b) o1 —2cos%y) =a; c) (QQ + cos?) —6cosa + 2 cos $ = 0; 

d) cosy = 20 cos a cos f}. 


Expresar las ecuaciones siguientes, dadas en coordenadas esféricas, en coordenadas rectangulares: 
a) -0 = Sacose b)0=60; ec) osend =d; d) 5A 
Sol. a) x} +y? +2 = 5az; by=33x: c) x+y ma; d) xa a l6. 


- 


, Expresar las ecuaciones siguientes, dadas en coordenadas polares, en coordenadas rectangulares: 


a) olcosa + cos ff — cos y) 5: b) o2 costa — 1) = 25; 
c) cos y = alcosta — cost); d) 1?-— o? costy — 4o cos y — 2 = 0. 
Sol. a) x+y+z=5 b) yapate e)a = Hla 
d) X+ P—4—2 =O. 
Deducir la fórmula de la distancia entre dos puntos, Ploi, On $1) y Pa(22 Oz $2), en coordenadas 


esféricas. Ind.: Apliquese la fórmula de la distancia entre dos puntos en coordenadas rectangulares 
y, a continuación, hacer el cambio a coordenadas esféricas. 


